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1. a) Vi anvénder variabelbyte & = 2x 4+ By + 33z, § = y + 212, Z = 4z som &r ekvivalent med
z=7z/4, y=9y—21z/4, x =x/2 — B/2(y — 21z/4) — 33Z/8 = /2 — By/2 + (21B — 33)z/8. Da

galler att
—(2x+By+332)? ‘J|
/// dxdydz = /// sydrdydz

dér J ar funktionaldeterminanten av variabelbytet. Den ges av
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Vidare far man
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Notera att [p e~ dz = /T och Jr ﬁ = 7. Detta ger

b) Variabelbytet (Z, 9, z) = o(x,y, z) har en funktionaldeterminant J. Denna &r en konstant skild
fran 0, eftersom o &r en lineédr bijektiv transformation. Om K, &r en uttémmande f6ljd av slutna
delmingder till R?, s dr (p g a bijektiviteten) ocksa o(K,,) en uttémmande foljd. Alltsa ar

m [ f | Hoty,2)drdydz = Jim /] o @32z,

fran vilket vi ser att de tvi generaliserade integralerna i uppgiften konvergerar(eller divergerar)
samtidigt.

2. a) Ja, randen av omradet u? 4+ v? < 1 #r enhetscirkeln, som ju ir parametriserad t ex av ¢
(cost,sint), t € [0,2n]. Enhetscirkelnavbildas ju pa randen av Y, sd en uppenbar parametrisering

ar t — r(t) := (cost,sint,cost), t € [0, 27].

b) Med parametriseringen fran a) dr r'(t) := (—sint, cost, —sint) och alltsé ar

2
/F-dr:/ (cost — (B + 1)sint)dt = 0.
C 0

Alternativt kunde man ha anvint Stokes sats: eftersom F ar konstant s ar rotF = 0 och da ar

/F‘dr://rotF-NdS:O.
C Y

¢) Genom att titta p& parametriseringen av ytan ser man att ytan ligger i planet x = z, och alltsa
4r planets normal (1,0, —1) ocksd en normal till ytan. Den har lingden 1/v/2 och alltsd ir en
enhetsnormal till Y (1/+/2,0, —1/v/2).



d) Enligt teorin &r arean av Y given av integralen

// s, x s, |dudv = // V2dudv = /2,
D D

dar D &r cirkelskivan u? + 32 < 1 (som har area 7) och s ir den givna parametriseringen av ytan.

3. a) Vibehover bestdmma real- och imaginirdelarna av f(z). Man far

f(2) =23 = (x +iy)® = 2 + 32%yi — 3wy® — y3i = 23 — 3a® +i(32%y — 9°)

vilken ger fty = x® — 3xy? och Sy = 322y — y?3. Cauchy-Riemanns ekvationer ges av % = aa—c\zf
och % = —88%. Med hjalp av substitution &r det 1att att kontrollera att dessa géller.

b) Eftersom f(z) ar ett polynom i z for att fa dess potensutveckling kring z = 1 borde man endast
byta variabel till z = u + 1 vilket ger

f(2)=22=(14u)?=1+3u+3u?+u5
Sista uttrycket dr potensutveckligen kring z = 1.

c¢) Vibehover berdkna f7 23dz diir 7y dr en riitt stricka som sammanbinder origo med 144. Eftersom

2% dr analytisk och saknar singulariteter far man
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d) Eftersom f(z) &r analytisk och utan singulariteter kommer integralen har samma vérde for alla
kurvor som sammanbinder 0 och 1 + 3.

e) For att berdkna integralen anviinder vi residykalkylen och far

B+2 B+2 B+2 B+2)(z—1
/ 2t g / P — 2miRes—— |, = 2mi lim B2l —2mi(B+2).
c 2?2 —32+2 c(z—=1)(z—2) 22 -32+2 =1 (z —1)(z —2)
4. a) Konvergensradie av en potensserie Y  a,z" kan beréknas som R = lim,_, ‘a:i -[. I vart fall
far man
17
R = lim =1

b) Fér all |z| < 0,5 kan serien uppskattas uppat med t.ex > oo n'7-(0,9)" vilket medfér likformig
konvergens.

c) Att foljden f,(z) konvergerar likformigt till f(x) pad R innebér att for varje e > 0 finns det n
sd att |fy(x) — f(z)] < e for alla © € R och N > n.. Speciellt far man att foljden f,(z) ocksé &r
begrinsad. For e =1 och N > ny att

|fn(z) = f(@)] <1 = [fal2)| < [fn(2) — f(2)| +[f(z)] < M +1,

for alla x.
Betrakta nu f6ljden ((n + 1)/n)fn(z) och skillnaden

(1) /) fu (@)= F ()] = |(Fu (@)= F @)+ Ful@) /] < |(Ful2)—F @)+ fu) ] < |(Ful@)—F (@) |+M/m.

Givet € > 0 kan man vélja n.y sa att for alla N > m, géller att [fn(z) — f(x)] < €/2 samt
|M/n| < €/2. Med hjilp av triangelolikheten fas da

[((n +1)/n) fu(z) = f(2)| < |fn(2) = f2)]+ M/n <e
Alltsa konvergerar ((n + 1)/n) fn(x) likformigt mot f(x).



5. a) Parametrisera ellipsen med = = cosf, y = (1/4)sin6. D& blir kurvintegralen

2 1 1
/ ydx + Bxdy = / —sinf(—sinf) + B cosO(- cos )db.
c o 4 4

En primitiv funktion till —%(sin2 0 — B cos? 0) fas genom att ersitta sin? @ med 1—cos? § och utnyttja
formeln for cos26. Resultatet blir att den sista integralen &r

B-1 B+1

[0+ () bl
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2
EH

sin 26?] g

™

(den forsta likheten eftersom sin 204r periodisk).

b) Antag att vi har en parametrisering (x(t), y(t))av kurvan. Da ir (x(t))% + 16(y(t))? = 1 och om
vi deriverar detta far vi att
22/ (t)z(t) + 2 - 16y (t)y(t) = 0,

vilket kan tolkas som att skaldrprodukten mellan tangentvektorn (z/(¢),y'(¢)) (i punkten (z(t),y(t))
pa C) och v(t) = (z(t),16y(t)) ar 0. Alltsa &r v = (x,16y) en normalvektor till kurvan i punkten

(z,y)(nu kan vi ju glomma parametriseringen). En enhetsnormal dr d& N = m(.ﬁ, 16y).
x Y
c) Ett nodvindigt villkor for att differentialformen ska vara exakt &r att % = %, eller att

1 = B. Detta villkor &r ocksa tillréckligt eftersom differentialformen &r definierad i ett enkelt
sammanhimgande omride, nimligen R2. Svaret dr alltsa, precis nir B = 1.(Alternativt kan man
forstka hitta potentialen med integration—det 16ser ocksa kvickt problemet, med samma resultat,
forstés.)

d) Konsultera boken.

6. a) Y &r en sfir, sd en normal i punkten (z,y,z) art ex v = (z,y,z). Alternativt kan man
anvinda sfirens ekvation som i uppgift 5b) ovan. Sen normaliserar vi v(genom att dela med

Va2 +y? + 22 = /2 pa ytan), ger den ritt riktning(genom att multiplicera med —1), och far

som resultat att N = —%(x, y, z) ar den 6nskade enhetsnormalen.

b) Vi kan anvinda Gauss sats: divF(x,y,z) = 2+ 2z + 322, och alltsa fir den sokta integralen lika
med integralen [ [ [(2+ 2z + 32%)dwdydz. Nu ér [ [ [, 2dzdydz =2 - 37(V2)? = %, och av
symmetriskil &r [ [ [, 2zdrdydz = 0. Aterstar att berdikna

V2 2w /2 V2 2 /2
/// 32%dxdydz = 6/ / / (r cos ¢)*r? sin pdrdfdd = 6/ r4d7’/ d@/ (cos ¢)? sin ¢pdep
K o Jo Jo 0 0 0

(for den forsta likheten var vi utnyttjat att integralen dr dubbelt si stor som integralen 6ver dvre
halvklotet—det forenklar rakningen nagot). Den forsta integralen i produkten &r %ﬂ, den andra
ar 27 och den tredje dr 1/3. Alltsa &r hela integralen %71’\/5, och tillsammans med integralen nyss
far vi alltsi svaret att den sokta ytintegralen har viirdet 128+v/2m/15.

¢) Konsultera boken.



