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15p ger garanterat betyg E. Motivera alla l6sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan
anvandas.

Paminnelse. Kom ihig att om F &r en kropp sa skriver vi

o P, (F) for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i F och

o M, xn(F) for F-vektorrummet av m x n-matriser med element i F.

Uppgifter.

1.

(a)
(b)
()

(1p) Lat S = {v1,ve,...,v,} C V vara en delméingd av ett vektorrum V. Ange definitionen av
span(S) och definitionen av att delméngden S spanner upp V.

(2p) Lat W ocksa vara ett vektorrum. Visa att om en linjar avbildning 7' : V — W ar surjektiv
och {v1,va,...,v,} spédnner upp V, da spanner {T'(v1),T(v2),...,T(v,)} upp W.
(2p) Lat T : P2(R) — P3(R) vara den linjira avbildningen som avbildar ett polynom p pa

T(p) = 2(1 — x)p(x) + («° = 1)p"(0).

Bestdm en sa liten méngd som mojligt som spanner upp bildrummet R(T).

(2p) Lat T : V — V vara en linjar operator pa ett F-vektorrum V. Ange definitionerna av
begreppen egenvektor och egenvirde for T, samt vad det betyder for T att vara diagonaliserbar.

(8p) Lat T : C® — C? vara den linjéra avbildningen som ges av
T(Z1,22723) = (42’1 - 222 — Z3, 22’2 — Z3, Zg) .

Berdkna alla egenvéirden for T och baser for de tillhorande egenrummen, samt avgdr om 7T &r
diagonaliserbar.

3. Betrakta R* med dess sedvanliga inre produkt, och 18t

(a)

1 1 1 2
1 0 0 4
U1 = 11> V2 = 0l U3 = 11! w = 6
1 1 0 8

Lat U vara delrummet av R* som spéanns upp av v, va, vs.
b b

(3p) Bestiam en ON-bas for U.

(b) (2p) Berdkna den ortogonala projektionen Py (w) (skrivs ocksd proj;(w)) av vektorn w pa U,

samt det minsta avstandet mellan w och U (dvs det minsta virdet av ||w — u|| f6r u € U).



4. (a) (1p) Ange definitionen av en normal matris, samt definitionen av en sjilvadjungerad matris.
(b) (4p) Lat

A:

O o=
O = Q
= O O

Bestdm for vilka tal a,b € C det finns en ON-bas av C? bestdende av egenvektorer for A, samt
for vilka tal a,b € R det finns en ON-bas av R? bestéende av egenvektorer fér A. (I bada fallen
anvander vi de sedvanliga inre produkterna.)

5. (a) (1p) L&t T : V — W vara en linjar avbildning mellan dndligtdimensionella inre produktrum V'
och W. Ange en definition av T's nollskilda singuldrvirden. Obs: vilken som helst av de olika
ekvivalenta definitionerna gar bra.

(b) (4p) Berédkna en singulirvirdesuppdelning av matrisen

A= S ngg(R).

N =N
O w o

6. Lat T : V — W vara en linjar avbildning mellan &ndligtdimensionella vektorrum V' och W.

(a) (1p) Lat B, B’ vara ordnade baser for V', och lat C,C’ vara ordnade baser for W. Formulera
satsen om basbyte for linjira avbildningar, dvs ange relationen mellan [T]%, och [T]$ i termer av
basbytesmatriserna mellan B och B’ och mellan C och C".

(b) (3p) Visa att T bestdms helt av dess varden pa en bas B = (vy,...,v,) for V, dvs att om
L:V — W ocksa ér linjar och T'(v;) = L(v;) for i =1,...,n, da dr L(v) = T'(v) for alla v € V.

(¢) (1p) L&t T : R? — R vara den linjira avbildningen som uppfyller att T(1,1) = 1 och T(1, —1) = 3.
Bestam 7'(9, —5).

Réttningen av tentan kommer att vara fiardig ungefér 2 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter kan en
elektronisk kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen genom lénken
https://survey.su.se/Survey/48245/sv.



