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1. (a) (1p) Lat S = {v1,v2,...,v,} C V vara en delméngd av ett vektorrum V. Ange definitionen av
span(S) och definitionen av att delméngden S spinner upp V.

(b) (2p) Lat W ocksa vara ett vektorrum. Visa att om en linjér avbildning 7' : V' — W &r surjektiv
och {v1,va,...,v,} spanner upp V, d& spanner {T'(v1),T(v2),...,T(vy)} upp W.

(¢) (2p) Lat T : P2(R) — P3(R) vara den linjdra avbildningen som avbildar ett polynom p pa

T(p) = 2(1 - z)p(z) + (z* — 1)p"(0).

Bestam en sa liten méngd som majligt som spanner upp bildrummet R(T).

Loésning
(a) Om V &r ett vektorrum 6ver F, s& ar span(S) = {ajv1 + agva + -+ - + anvy, : a1,0a2,...,a, € F},
och att S spéanner upp V betyder att span(S) =V.

(b) Vibehover visa att varje vektor i W kan skrivas som en linjirkombination av T'(v1 ), T'(v2), ..., T(vy).
For att se detta, lat w € W vara en godtycklig vektor. Eftersom T &r surjektiv sa finns det en
vektor v € V sddan att T'(v) = w. Eftersom {v1,vs,...,v,} spanner upp V sé finns det skalirer
a; € F saddana att v = a1v1 + - -+ + a,v,. Alltsa ar

w=TwW)=T(a1v1 + -+ apvy) = a1T(v1) + - + a,T(vy),

eftersom T ar linjar. Alltsa spanner {T'(v1), T(v2),...,T(vn)} upp W.

(¢) Bildrummet R(T) spénns upp av vektorerna T'(vy), T'(v2), T'(vs) for vilka vektorer vy, ve, v3 som
helst som spinner upp Py (R). Vi tar vektorerna 1, z, 22 (som spénner upp P2(R)) och beriiknar:

T(1) =2(1 — )
T(z) =21 —2)r = 2(x — z?)
T(z?) =201 —2)2® + (2® — 1) -2 =2(z* - 1).

Alltsa spinns R(T) upp av méingden {1 — z, x — 22, 2 — 1}. Denna miingd #r dock inte sa liten

som méjlig: t.ex. dr 22 — 1 = —(v — 2?) — (1 — 2), s&
R(T) = span({1 — z, = — z*}).
Mangden har &r nu sa liten som mojlig: ingen av de tva vektorerna spanns upp av den andra.

Svar: {1 —z, x — 2%} (t.ex.)



2.

(a)
(b)

(2p) Lat T : V. — V vara en linjir operator pa ett F-vektorrum V. Ange definitionerna av
begreppen egenvektor och egenvdrde for T, samt vad det betyder for T att vara diagonaliserbar.

(8p) Lat T : C3 — C? vara den linjéra avbildningen som ges av
T(21,22723) = (421 — 222 — Z3, 222 — Z3, ZQ) .

Berékna alla egenvirden for T och baser for de tillhérande egenrummen, samt avgér om T &r
diagonaliserbar.

Losning

(a)

(b)

En vektor v € V kallas en egenvektor for 7' med egenvirde A € F om v # Oy och T'(v) = Av.
Avbildningen T kallas diagonaliserbar om det finns en bas for V' bestaende av egenvektorer for 7.

Ekvivalent: om det finns en bas B for V sidan att matrisen [T]5 &r en diagonalmatris.

Avbildningen T kan i matrisform skrivas som T'(z) = Az dir A 4r matrisen

4 -2 -1
A=(0 2 -1
0 1 0

Vi vet att T och A har samma egenvirden och egenvektorer, och att egenvirdena fér A precis
motsvarar rotterna till det karaktaristiska polynomet

4—t -2 -1
0 2-¢ —1(4t)’
0 1 —t

2—-t -1

A R e R R (R I
Alltsa ar egenvirdena 4 och 1 (med algebraisk multiplicitet tva). Vi berdknar nu de motsvarande
egenrumimen:

E4 : Egenrummet till egenvardet 4 ar precis nollrummet till matrisen

0 -2 -1 01 0
0 -2 -1 ~ 0 0 1
0o 1 -4 0 0 0
Alltsa ar
1
FEy=span | 0
0

E; : Egenrummet till egenvirdet 1 ar precis nollrummet till matrisen

3 -2 -1 1 0 -1
0o 1 -1 ~ 0 1 -1
0o 1 -1 0 0 O
Alltsa ar
1
Fi=span |1
1

Eftersom det inte finns tre linjdrt oberoende egenvektorer fér T, s& &r T inte diagonaliserbar.

Svar: Egenrummet for egenvirdet 4 har bas {(1,0,0)}, och egenrummet f6r egenvérdet 1 har bas
{(1,1,1)}. T ar inte diagonaliserbar.



3. Betrakta R* med dess sedvanliga inre produkt, och lat

1 1 1 2
1 0 0 4
v = 1 ) V2 = 0 ) U3 = -1 ) w = 6
1 1 0 8

Lat U vara delrummet av R* som spénns upp av vy, va, v3.

(a)
(b)

(3p) Bestéam en ON-bas for U.

(2p) Berdkna den ortogonala projektionen Py (w) (skrivs ocksd projy (w)) av vektorn w pa U,
samt det minsta avstandet mellan w och U (dvs det minsta virdet av ||w — u|| for u € U).

Loésning

(a)

Vi anvander Gram—Schmidts metod for detta. Forst later vi

1
1 111
U = —V] = —
Pl 2|0
1
Vi tar sedan nésta vektor us som
1 1 1
u—v—<v2’u1> 0] 21| _1[-1
TR T o a2t
1 1 1
och sedan usg som
1 1 1
{v3,u1) (vs, ua) 0 1 1[-1 1] 1
= —0—-Z.Z —
A T PR ER i S| 1 2|1 2| -1
0 1 -1

Dessa tre vektorer ui, ug, ug utgér da en ON-bas for U.

Svar: (u1, ug,us) dar uy, us,ug 4r som ovan.
Eftersom (u1,ug,us) r en ON-bas har vi, enligt kiind sats fran kursen, att
1 1 3
Py(w) = (w,un) s + (w,ug) wg + (w,ug)us =10+ 5 [+ [ +o—a- 2 [ 1 f = |3
) ) ) ) 1 ) -1 7
1 -1 7

Denna vektor ar, enligt utlard sats, den vektor i U som minimerar avstandet till w, sa det minsta
avstandet ges av

lw = Po(w)]| = 1(2,4,6,8) = (3,3, 7.7)]| = (=L, L, =1, )| = V2 + 2+ P+ 12 = 2.

Svar: Py(w) = (3,3,7,7), och det minsta avstandet &r 2.



4.

(a) (1p) Ange definitionen av en normal matris, samt definitionen av en sjdlvadjungerad matris.
(b) (4p) Lat

A:

O o=
O = Q
= O O

Bestédm for vilka tal a,b € C det finns en ON-bas av C? bestaende av egenvektorer for A, samt
for vilka tal a,b € R det finns en ON-bas av R3 bestaende av egenvektorer for A. (I bada fallen
anvinder vi de sedvanliga inre produkterna.)

Lo6sning

(a) En matris A kallas normal om A och A* kommuterar, dvs om A A* = A*A, dar A* 4r konjugat-
transponatet av A. En matris kallas sjdlvadjungerad om A* = A.

(b) Enligt den komplexa spektralsatsen har C3 en ON-bas bestaende av egenvektorer for A om och
endast om A &r normal. Per definition géller det om och endast om A A* = A*A, s& vi berdknar
dessa matriser:

1 a 0\ /1 b O 1+a?* a+b 0
AA*=(b 1 0] la 1 0= a+b [b?+1 0
00 1/\0 01 0 0 1
och _ _
1 b 0\ /1 a O L+b> a+b 0
A*A=|a 1 0| |b 1 O|=]| @a+b |a?+1 0
00 1/ \0 01 0 0 1

Dessa &r lika, och A dr ddrmed normal, om och endast om |a| = |b].

For den andra delen av fragan: enligt den reella spektralsatsen har R3 en ON-bas bestaende av
egenvektorer for A om och endast om A &r sjalvadjungerad, vilket 6ver R &r ekvivalent med att
vara symmetrisk. Detta géiller om och endast om a = b.

Svar: Det finns en ON-bas fér C? bestiaende av egenvektorer fér A om och endast om |a| = |b],
och en ON-bas for R? bestdende av egenvektorer for A om och endast om a = b.



(a)

(b)

(1p) Lat T : V — W vara en linjar avbildning mellan dndligtdimensionella inre produktrum V'
och W. Ange en definition av T:s nollskilda singuldrvirden. Obs: vilken som helst av de olika
ekvivalenta definitionerna gar bra.

(4p) Berikna en singuldrvirdesuppdelning av matrisen

Losning

(a)

(b)

2 0
A=11 3| ¢ ngg(R).
2 0
Enligt singulérvirdessatsen finns det ON-baser (v1,...,v,) och (w1, ..., wy,) for V respektive W,
och unika reella tal o7 > 09 > -+ > 0, > 0, dir r = rang(7T), sddana att T'(v;) = o;w; for
i=1,...,7 och T'(v;) =0 for j > r. Talen o1,...,0, kallas fér T's nollskilda singulérvérden.
Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dér U och V &r ortogonala matriser och
g1 0
har formen | 0 o2 |, dir o1 > 02 > 0 dr A:s singuldrvéirden.
0 0

Vi vet att de nollskilda singulérviardena for A precis motsvarar kvadratrotterna ur de nollskilda
egenvirdena till A* A, sa vi berdknar denna matris.

Vi har att
2 0
2 1 2 9 3
A*Az( ) 13 :( )
0 3 0 2 0 3 9

Fér att hitta egenviirdena beréiknar vi det karateristiska polynomet det(A*A—t-1) = (9—t)?—3% =
(6 —t)(12 — t). Alltsa dr egenvirdena 6 och 12, och dirmed &r singulirvirdena o; = /12 = 2v/3
och o9 = V6. Alltsd ges matrisen X av

2v3 0
= 0 6
0 0

For att hitta matrisen V berdknar vi egenvektorer for A* A motsvarande egenvirdena 12 och 6.

For egenviardet 12 subtraherar vi 12 fran diagonalelementen och rdknar ut nollrummet till

matrisen
-3 3 1 -1
3 -3 0o 0/

Nollrummet, och dirmed egenrummet FE13, spinns alltsd upp av vektorn (1,1), som vi normerar

till
_ 1 (!
v = E 1)
For egenvirdet 6 riknar vi liknande:

63 - 6o

Hér spanns egenrummet Eg upp av vektorn (1, —1), som vi normerar till

_a (1
02_\/5 71.

(@1



Dessa tva vektorer utgor kolonnerna av den eftersdkta matrisen V', dvs

()

Det sista steget ar att hitta en matris U som uppfyller villkoren, vilket vi gér genom att bestimma
dess kolonner uq, uo, u3. For detta anviander vi att Av; = oyu; for i = 1,2, dvs att u; = %Avi:

2 0 1 1
_ 1 _ 1 1 _ 1
w = gadn = 557 ; g (1>—¢a ?

Eftersom vi behover en ON-bas for R3 bestaende av tre vektorer forlinger vi nu med en tredje
normerad vektor ortogonal mot bade u; och uso, t.ex.

1
0
-1

U3

1
V2

Dessa tre vektorer utgor kolonnerna av den ortogonala matrisen U:

1 1 1
V6 V3 V2
2 1
Uv=% —» O
I .
V6 V3 V2

Alltsa har vi:
Svar: En singulérviardesuppdelning ges av A = U X V*, dér

1 1 1

Vo V3 V2 2v/3 0 L1
v=|% -L o =0 6 V:< >

V6 V3 _

U 0 0 Vel -l

V6 V3 V2



6. Lat T : V — W vara en linjar avbildning mellan dndligtdimensionella vektorrum V och W.

(a) (1p) Lat B, B’ vara ordnade baser for V', och lat C,C’ vara ordnade baser for W. Formulera
satsen om basbyte for linjira avbildningar, dvs ange relationen mellan [T]%, och [T]$ i termer av
basbytesmatriserna mellan B och B’ och mellan C och C".

(b) (3p) Visa att T bestdms helt av dess virden pa en bas B = (vy,...,v,) for V, dvs att om
L:V — W ocksa dr linjar och T'(v;) = L(v;) for i =1,...,n, da &r L(v) = T'(v) for allav € V.

(c) (1p) Lat T : R? — R vara den linjiira avbildningen som uppfyller att 7'(1,1) = 1 och T(1, 1) = 3.
Bestdm T'(9, —5).

Losning
(a) Relationen ges av att [T]5, = [idw]S [T]S [idv]E,, dér [idw]S & basbytesmatrisen fran C till C”
och [idy]B, dr basbytesmatrisen fran B’ till B.

(b) Vi ska visa att om B = (vy,...,v,) dr en bas for V och L : V — W &r linjér med T'(v;) = L(v;)
fori=1,...,n,da ar L(v) = T(v) for alla v € V. For att se detta, 1at v € V vara godtycklig.
Eftersom B &r en bas finns det skalérer aq,...,a, siddana att

V=aq1V1 + -+ ApUp.
Alltsa ar
L(v) = L(ajv1 + -+ + apvy)
=a1L(v1) + -+ anL(vy)
=a1T(v1)+ -+ a,T(vy)

=T(ayvy + - + anvy)
= T(U)7

dér vi har anvéint linjiriteten hos bade L och T, samt att L(v;) = T'(v;) for alla ¢. Alltsa har vi
visat att L(v) = T(v) for allav € V.

(c) Vi kan uttrycka (9, —5) som en kombination av (1,1) och (1, —1), t.ex. genom att losa systemet
l’(]_, 1) + y(]-v _1) = (9, _5)1 dvs

z+y=9
T —y=-5.

Detta ger x = 2 och y = 7. Alltsa ar
T(9,-5)=T(2(1,1)+7(1,-1)) =2T(1,1)+7T(1,-1) =2-14+7-3 = 23.

Alternativt gar det ocksa bra att 1dgga mérke till att den linjéra avbildningen L(z,y) = 22—y upp-
fyller L(1,1) = 1 och L(1, —1) = 3, och sedan anvénda del (b): eftersom T och L Gverensstdmmer
pa en bas for R?, si stimmer de &verens pa hela R2. Sa T'(9, —5) = L(9, —5) = 2-9 — (=5) = 23.

Svar: T'(9, —5) = 23



