STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISKA INSTITUTIONEN TENTAMEN
Avd. Matematisk statistik 13 mars 2023

Tentamen i Stokastiska processer och simulering I

13 mars 2023 kl. 14-19

Ezaminator: Maria Deijfen, 070-3369790.

Tillatna hjdlpmedel: Formelsamling och minirdknare som delas ut med ten-
tan.

Aterldmning: Resultat liggs in i Ladok senast torsdag 31 mars.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 poéng. For godkint betyg krdvs minst 20
poéng pa basdelen. Den svarare delen réttas endast om basdelen &r godkénd
och betyget sitts da utifran poédngen pa den svarare delen: F:0-6, D:7-12,
C:13-18, B:19-24, A:25-30. Resonemang skall vara klara och tydliga att folja.
Inférda beteckningar ska definieras.

Basdel

Uppgift 1

Antalet skadeanmélningar som inkommer till ett forsékringsbolag under en
given manad &r Poissonférdelat med vintevarde 150 stycken. Den férvantade
kostnaden for att ersétta en skada &r 44 tusen kronor med en standardav-
vikelse pa 23 tusen kronor. Kostnaden for de olika skadorna dr sinsemellan
oberoende, och dven oberoende av antalet inrapporterade skador. Bestdm
vintevirde och standardavvikelse for forsikringsbolagets totala kostnader
for att ersitta skador inrapporterade under méanaden.

Uppgift 2

En Markovkedja i diskret tid har sex tillstand numrerade 1 till och med 6.
Overgangsmatrisen (med tillstanden ordnade i nummerordning) ges av
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a) Dela in kedjans tillstand i klasser och ange vilka klasser som &r rekurrenta
respektive transienta.

b) Ar nagra av tillstanden periodiska? Vad ér i sa fall deras period?

c) Antag att Markovkejdan startar i tillstand 2. Bestdm sannolikheten att
den é&r i tillstand j efter lang tid for j =1,...,6.

Ledning: Reducera kedjan. Mellan vilka tillstand kan man réra sig om man
startar i tillstand 27

Uppgift 3

Betrakta en forgreningsprocess dér antalet barn per individ beskrivs av en
stokastisk variabel Y € {0,1,2}, med P(Y =0) =0.7—r, P(Y =1) = 0.3
och P(Y = 2) = r for nagot r € [0,0.7].

a) For vilka véirden pa r dor processen ut med sannolikhet 17

b) Vad dr sannolikheten att processen dér ut om r = 0.457

Svarare del

Uppgift 4

Héandelser intréffar i tiden enligt en Poissonprocess med intensitet A.

a) Lat N(t) beteckna antalet hindelser som intréffar i intervallet [0,t] och
Sy, den tidpunkt da den n:te héndelsen intréffar. Berdkna P(S; > a,S2 <
bIN(t)=2)for0<a<b<t.

b) Varje hiindelse registreras med sannolikheten p oberoende av andra héndelser.
Lat N,(t) beteckna antalet héndelser som registrerats i intervallet [0,¢].
Berékna P(N(t) = k|N,(t) = 2).
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Uppgift 5

En telefonviixel har tva inkommande linjer A och B. Om bada linjer &r
lediga kopplas ett inkommande samtal in pa linje A, om en linje &r ledig
kopplas samtalet in pa denna, om bada linjer 4r upptagna avvisas samtalet.
Uppringningarna till vixeln sker enligt en Poissonprocess med intensiteten
A = 20 samtal per timme och samtalsldngderna &r oberoende och exponen-
tialfordelade med intensiteten p = 10 (dvs véntevirde 1/p = 1/10 timme).
Man &r intresserad av hur stor andel av tiden som linje A respektive linje B
ar upptagen.

a) Definiera en Markovprocess som kan hjélpa till att besvara fragan och
stall upp intensitetsmatrisen.

b) Besvara fragan, dvs bestdm hur stor andel av tiden som linje A respektive
B ar upptagen i langa loppet.

Uppgift 6

Lat { X, } vara en Markovkedja i diskret tid. Antag att vi vill bestimma den
betingade fordelningen for Xg givet Xg. Da kénner vi alla till att man inte
har nagon nytta av att fa veta utfallet av X7 ocksa. Mera formellt uttryckt
sa giller for alla 4, j,k att P(Xg = k| Xy =iN Xg = j) = P(Xg = k| Xg =
j)- Detta &r en omedelbar f6ljd av definitionen av begreppet Markovkedja.
Antag nu i stéllet att vi vill bestdimma den betingade férdelningen for Xz,
och att vi har mojlighet att fa veta utfallet av Xy eller Xy eller bada. Ger
bade Xg och Xy oberoende information, eller &r en av dem ondédig om vi
vet den andra? I sa fall vilken? Mer precist stéller vi foljande fraga: Ar den
betingade sannolikheten

P(X7 =i|Xg =jNXg=k)
alltid lika med
(a) P(X7 =i|Xg = j),
(b) P(X7 =i| X9 = k), eller
(c) varken (a) eller (b).

Bevisa ditt pastaende med hjélp av definitionen av Markovkedja.

Lycka till!



