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Denna vecka:
» Vektoranalys i hogre dimensioner.
» Kurvintegraler i rummet.

» Ytor, tangenter och normaler.
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Forra gangen: Greens formel i planet

Theorem

Antag F = (P, Q) dir P, Q € C}(Q) och Q C R? &r en ppen
mangd .

Antag D C Q kompakt delmangd med rand 0D som bestar av en
eller flera C1-kurvor med positiv orientering.

D3 galler
/ Pdx + Qdy = // (80 — 8/—") dxdy.
oD dy

» Positiv orientering betyder att omradet D ligger “till vanster”
nar man gar runt kurvan.
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Forra gangen: Konservativa falt och vagoberoende

Definition
Vektorfiltet F = (P, Q) dar P, Q &r kontinuerliga sdges vara
konservativt i Q om det existerar U € C!(Q) sadan att

F = gradU.

Vi sager att f7 F - dr ar oberoende av vagen om integralens varde
endast beror av 7's start och slutpunkt, och inte av kurvans vidare
forlopp.

> Viktiga samband mellan konservativt falt och vagoberoende.
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En kurva pa parameterform ges av

v =A{r(t) = (alt),- o xa(t)), t € o, BT}

dar x; ar kontinuerliga funktioner (ofta Ct).
> Vi satter ¥'(t) = (x{(t),...,x,(t)). Precis som tidigare ar
detea f(t+ h) — (1)
0

nar detta existerar.
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Exempel
Karaktarisera kurvan i rummet som beskrivs av

r(t) = (cost,sint,t),t > 0.

Observera att x2(t) + x3(t) = 1 for alla t > 0.
Kurvan ar en skruvlinje (helix).
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Kurvintegraler i rummet
Om F = (P, Q, R) ar ett vektorfalt och v = {r(t): t € [a, 8]}
definierar vi kurvintegralen av F langs kurvan -~y som

B
F.-dr= F -r'(t)dt.
[y r /a (r(t)) - r'(t)dt

» | tre variabler skriver vi ibland f,y F-dr= f7 Pdx + Qdy + Rdz.
» Uppenbar generalisering till R", n > 4.

» Berakning med hjalp av integrationstekniker i en variabel.
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Om F ar konservativt, det vill siga om
F = gradU

for ndgon funktion U: D C R" — R sa galler

/ F-dr = U(r(8)) — U(r(a)).

» Observera att begreppet enkelt sammanhangande ar mer
subtilt i hogre dimension, jmfr. en ihdlig sfar.



Ytor i rummet
Se handskrivna anteckningar med ritade bilder.
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Ytintegraler
Antag S yta pa parameterform som beskrivs av
r(s, t) = (x(s, 1), ¥(s, t), 2(s, 1)).
Om r,, v, # 0 ger
n=r.xr,

normalvektor till S i varje punkt.

» Ofta betraktar vi N = n/||n||, en enhetsnormal.

> Viktigt specialfall: om ytan ges av en graf,

(s, t,f(s,t))
fas

roxr, = (—f,—f,1).

Arean av en buktig yta:

A(S) = // |r x r}|dsdt
D
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Lat nu u = (uy, up, uz) vara ett vektorfalt med u; dtminstone
kontinuerliga.
Vi betraktar flodesintegralen eller ytintegralen av u:

//Su.NdS—//D u(r(s, t)) - (ri(s, t) x ri(s, t))dsdt.

» Den parametriserade integralen till hoger beraknas en en
vanlig dubbelintegral—det kan dock uppsta svara rakningar.

» Observera normaliseringen:vi har

/ /
X

Irg < v
medan ytelementet ar

dS = ||r, x r}||dsdt.



