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Denna vecka:

▶ Vektoranalys i högre dimensioner.

▶ Kurvintegraler i rummet.

▶ Ytor, tangenter och normaler.



Förra g̊angen: Greens formel i planet

Theorem
Antag F = (P,Q) där P,Q ∈ C 1(Ω) och Ω ⊂ R2 är en öppen
mängd .
Antag D ⊂ Ω kompakt delmängd med rand ∂D som best̊ar av en
eller flera C 1-kurvor med positiv orientering.
D̊a gäller ∫

∂D
Pdx + Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy .

▶ Positiv orientering betyder att omr̊adet D ligger “till vänster”
när man g̊ar runt kurvan.



Förra g̊angen: Greens formel i planet

Theorem
Antag F = (P,Q) där P,Q ∈ C 1(Ω) och Ω ⊂ R2 är en öppen
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Förra g̊angen: Konservativa fält och vägoberoende

Definition
Vektorfältet F = (P,Q) där P,Q är kontinuerliga säges vara
konservativt i Ω om det existerar U ∈ C 1(Ω) s̊adan att

F = gradU.

Vi säger att
∫
γ F · dr är oberoende av vägen om integralens värde

endast beror av γ’s start och slutpunkt, och inte av kurvans vidare
förlopp.

▶ Viktiga samband mellan konservativt fält och vägoberoende.
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Vi säger att
∫
γ F · dr är oberoende av vägen om integralens värde

endast beror av γ’s start och slutpunkt, och inte av kurvans vidare
förlopp.

▶ Viktiga samband mellan konservativt fält och vägoberoende.



Vektorfält i rummet

Ett vektorfält är en funktion

F : D ⊂ Rn → Rn

p̊a formen
F(r) = (F1(r), . . . ,Fn(r))

där r = (x1, . . . , xn) och Fj är kontinuerliga funktioner (ofta C 1).

▶ Ofta betraktar vi fallet F : R3 → R3 —naturligt i
tillämpningar i fysik.
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En kurva p̊a parameterform ges av

γ = {r(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ [α, β]}

där xj är kontinuerliga funktioner (ofta C 1).

▶ Vi sätter r′(t) = (x ′1(t), . . . , x
′
n(t)). Precis som tidigare är

detta

lim
h→0

r(t + h)− r(t)

h

när detta existerar.
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Exempel
Karaktärisera kurvan i rummet som beskrivs av

r(t) = (cos t, sin t, t), t ≥ 0.

Observera att x21 (t) + x22 (t) = 1 för alla t ≥ 0.
Kurvan är en skruvlinje (helix).
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Kurvintegraler i rummet
Om F = (P,Q,R) är ett vektorfält och γ = {r(t) : t ∈ [α, β]}
definierar vi kurvintegralen av F längs kurvan γ som∫

γ
F · dr =

∫ β

α
F(r(t)) · r′(t)dt.

▶ I tre variabler skriver vi ibland
∫
γ F ·dr =

∫
γ Pdx +Qdy +Rdz .

▶ Uppenbar generalisering till Rn, n ≥ 4.

▶ Beräkning med hjälp av integrationstekniker i en variabel.
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Om F är konservativt, det vill säga om

F = gradU

för n̊agon funktion U : D ⊂ Rn → R

s̊a gäller∫
γ
F · dr = U(r(β))− U(r(α)).

▶ Observera att begreppet enkelt sammanhängande är mer
subtilt i högre dimension, jmfr. en ih̊alig sfär.
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Ytor i rummet
Se handskrivna anteckningar med ritade bilder.



Ytintegraler
Antag S yta p̊a parameterform som beskrivs av

r(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)).

Om r′s , r
′
t ̸= 0 ger

n = r′s × r′t

normalvektor till S i varje punkt.

▶ Ofta betraktar vi N = n/∥n∥, en enhetsnormal.

▶ Viktigt specialfall: om ytan ges av en graf,

(s, t, f (s, t))

f̊as
r′s × r′t = (−f ′s ,−f ′y , 1).

Arean av en buktig yta:

A(S) =
∫∫

D
|r′s × r′t |dsdt
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L̊at nu u = (u1, u2, u3) vara ett vektorfält med uj åtminstone
kontinuerliga.

Vi betraktar flödesintegralen eller ytintegralen av u:∫∫
S
u ·NdS =

∫∫
D
u(r(s, t)) · (r′s(s, t)× r′t(s, t))dsdt.

▶ Den parametriserade integralen till höger beräknas en en
vanlig dubbelintegral—det kan dock uppst̊a sv̊ara räkningar.

▶ Observera normaliseringen:vi har

N =
r′s × r′t

∥r′s × r′t∥

medan ytelementet är

dS = ∥r′s × r′t∥dsdt.
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