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Uppgift 1

L̊at N beteckna antalet skrivfel under en given föreläsning, och l̊at D vara
en stokastisk variabel som tar värdet 1 om föreläsaren har en bra dag, värdet
2 om det är en halvbra dag och värdet 3 om det är en d̊alig dag.

a) Vi har att E[N |D = 1] = 2, E[N |D = 2] = 5 och E[N |D = 3] = 12. Det
förväntade antalet skrivfel blir allts̊a

E[N ] = E[E[N |D]] = 2 · 0.3 + 5 · 0.5 + 12 · 0.2 = 5.5

b) Sannolikheten beräknas genom att betinga p̊a variablen D:

P(N = 6) =
3∑

i=1

P(N = 6|D = i)P (D = i)

=
26e−2

6!
0.3 +

56e−5

6!
0.5 +

126e−12

6!
0.2

= 0.082

Uppgift 2

Kedjan är irreducibel och den asymptotiska fördelningen π = (π1, π2, π3) f̊as
allts̊a som lösning till ekvationssystemet π = πP tillsammans med kravet
att π1 + π2 + π3 = 1:

0.16π2 + 0.24π3 = π1
0.25π1 + 0.01π2 + 0.47π3 = π2
0.75π1 + 0.83π2 + 0.29π3 = π3

π1 + π2 + π3 = 1.



Lösning Stokastiska processer och simulering I, 13 mars 2023 2

Man f̊ar att π1 = (0.1745, 0.2956, 0.5299), dvs proportionen mellan antalet
vokaler och konsonanter är 0.2956/0.5299 = 0.56.

Uppgift 3

a) N(3) ∼ Po(3 · 3)=Po(9).

b) N(2)−N(1), som anger antalet händelser i tidsintervallet (1, 2), är Pois-
sonfördelat med parameter 3. Allts̊a:

P(N(2)−N(1) = 2) = e−3 · 32/2! = 0.22.

c) Eftersom Poissonprocessen har oberoende inkrement f̊ar vi att

P(N(2) = 3 |N(1) = 1) = P(N(2)−N(1) = 2) = 0.22.

d) Tiden T är exponentialfördelad med parameter 3 (dvs väntevärde 1/3).

Uppgift 4

a) Det förväntade antalet barn per individ är 1 ·4/9+2 ·4/9 = 4/3 > 1. L̊at
π0 beteckna sannolikheten att en process som startas fr̊an en enda individ
s̊a småningom dör ut. D̊a ges π0 av den minsta positiva roten till ekvationen
p2x

2 + p1x + p0 = x, där {pi} är avkommefördelningen. Ekvationen blir
x2 − 5

4x+ 1
4 = 0, som har lösningarna x = 1/4 och x = 1. Vi f̊ar allts̊a π0 =

1/4. Processen startas nu fr̊an tre individer som initierar varsin subprocess.
För att hela processen ska dö ut måste alla tre subprocesser dö ut och
eftersom dessa är oberoende s̊a ges den sökta sannolikheten av π3

0 = 1/43 =
1/64 = 0.02.

b) Vi betingar p̊a antalet individer i den första generationen:

P(X2 = 0) =
2∑

k=0

P(X2 = 0|X1 = k)P(X1 = k)

=
2∑

k=0

P(X2 = 0|X1 = 1)kpk

=

2∑
k=0

P(X1 = 0|X0 = 1)kpk

=
2∑

k=0

pk0pk ≈ 0.166.
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Uppgift 5

a)

P =


0 5/6 1/6 0
5/6 0 0 1/6
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

b) Tillst̊anden {1, 2} utgör en transient klass och {3} och {4} utgör rekur-
renta (absorberande) klasser.

c) Överg̊angmatrisen kan skrivas som

P =

[
PT R
0 1

]
,

där PT =

[
0 5/6

5/6 0

]
svarar mot överg̊angar mellan de transienta tillst̊anden

1 och 2 och R =

[
1/6 0
0 1/6

]
svarar mot överg̊angar fr̊an de transienta till de

absorberande tillst̊anden. Sannolikheten att kedjan absorberas i tillst̊and 4
(dvs att Kolmogorov vinner) om man startar i tillst̊and 1 (dvs Kolmogorov
börjar) ges av [(1− PT )

−1R]1,4. Vi f̊ar

(1− PT )
−1R =

[
1 −5/6

−5/6 1

]−1 [
1/6 0
0 1/6

]
=

1

11

[
6 5
5 6

]
,

och den sökta sannolikheten är allts̊a 5/11.

Uppgift 6

a) Om antalet molekyler i kärlet är n < m s̊a är tiden tills en ny molekyl
kommer in i kärlet exponentialfördelad med parameter m−n, eftersom den
ges av minimum av de m−n Exp(1)-fördelade förflyttningstiderna för mole-
kylerna i det andra kärlet. Tiden tills en molekyl å andra sidan lämnar kärlet
är exponentialfördelad med parameter n (förutsatt att n ≥ 1), eftersom den
p̊a samma sätt är minimum av de n Exp(1)-fördelade förflyttningstiderna
för molekylerna i kärlet. Födelseintensiteterna är allts̊a λn = m − n (n =
0, 1, . . . ,m− 1) och dödsintensiteterna är µn = (n = 1, . . . ,m).

b) L̊at rn = λ0 · · ·λn−1/(µ1 · · ·µn) (n = 1, . . . ,m), dvs

rn =
m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

1 · 2 · · ·n
=

(
m

n

)
.
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Den asymptotiska fördelningen ges av pn = rnp0 (n ≥ 1) med p0 = 1/(1 +∑m
i=1 rn). Eftersom 1 +

∑m
n=1 rn =

∑m
n=0

(
m
n

)
= 2m (fel i ledningen), s̊a f̊as

för n = 0, . . . ,m att

pn =

(
m

n

)
0.5m

dvs den asymptotiska fördelningen är Bin(m, 0.5).


