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Denna vecka:
» Avslutning vektoranalys

» Analytiska funktioner, introduktion
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Stokes sats

Theorem

L5t u = (uy, up, u3) vara ett vektorfilt av klass C* i en éppen
méngd Q C R3.
Antag S C Q orienterat ytstycke med orienterad rand 0S.

D3 galler
/ u-dr://rotu-NdS.
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Formell nablarakning, vidare exempel.
1) Vi har
divgradU =V - (VU)

U N o0?U N 0*U
0x2 0y? 022

=AU

» Operatorn A som verkar p3 U € C%(Q) kallas
Laplaceoperatorn. Viktig i studiet av partiella
differentialekvationer.

» Funktioner U € C2(Q2) som uppfyller AU = 0 kallas
harmoniska i €.
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2) For en vektor a € R3 giller att a x (ca) = 0 for skalirer a € R.
Formell slutsats:
VxVU=0

for funktioner U € C?(2) och detta kan ocks3 visas rigorost.

» Konsekvens: om u = VU for nagon funktion U € C?, s3
galler rotu = 0.
Potentialfalt ar virvelfria.
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Varning: V verkar genom derivering, sd Leibnitz regel maste
tillampas.
Exempelvis:

div(u x v) =V - (u X v) = v - rotu — u X rotv.

INTE SANT ATT
V- (uxv)

ar lika med
v (V xu).
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En introduktion till komplex analys
Vi kan identifiera R?> med C, de komplexa talen, genom

z=x+1y, x,y€R,
dar /2 = —1.
Rigordst gors detta genom att betrakta par av reella tal (x,y) och
infora vanlig vektoraddition
(x1,y1) + (%2, 2) = (31 + X2, y1 + y2)

och en multiplikation genom

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 — y1y2, X1y2 + Xo¥1).

> SpeC|eIIt galler (0,1)(0,1) = (—1,0) vilket tolkas som
=1
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En funktion f: C — C kan skrivas som
f(z) = u(z) 4+ iv(z) = u(x,y) + iv(x,y)

dar u: C — R och v: C — R kallas real-och imaginardelar till f.

Definition
For en orienterad deriverbar kurva

7= {z(t) = x(t) + iy(t): a < £ < B}

satter vi

B
/ f(z)dz = / f(z(t)) Z/(t)dt.
¥ «
» Utskrivet for real-och imaginardelar betyder detta

B g
/ (udx—vdy)+i/ (vdx + udy).
[e7

(%



Exempel:
Berakna

/ dz
yZ—a

v ={a+re": t e|0,2x]}.

dar a € C och
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Definition
Vi sager at f = u + iv ar analytisk i en 6ppen mangd Q2 C C om
u(x,y), v(x,y) € CY() och uppfyller

.~ Ou Ov

(1) ox aiy

och 9 9
.. u v
(/I) @ = —&

» Detta system av PDE kallas Cauchy-Riemanns ekvationer.

» Om Cauchy-Riemanns ekvationer ar uppfyllda fas
vagoberoende.
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Exempel: Funktionen f(z) = z2 har

u(x,y) = x> —y* och v(x,y)=2xy

och 5 5
u u
9 U9
ax 0 Oy Y
samt 5 5
v v
— =2 — = 2x.
ax dy x
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Theorem

L4t f = u+iv ha u,v € CY(Q). D3 ar f analytisk om och endast
o Flz+h)—f
f'(z) = lim (z+h) = f(2)
C2h—0 h

existerar i varje punkt i .

» OBS: f(z) = z = x — iy EJ analytisk funktion.



