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15p ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan
anvandas.

Paminnelse. Kom ihag att om F &r en kropp sé skriver vi

e P, (F) f6r F-vektorrummet av polynom av grad hégst n med koefficienter i F och

o M, xn(F) for F-vektorrummet av m x n-matriser med element i F.

Uppgifter.

1.

(a)
(b)
()

(1p) Lat vq,ve,...,v, vara vektorer i ett vektorrum V &ver en kropp F. Ange definitionen av att
V1,03, ..., Uy ar linjgdrt oberoende.

(2p) Lat W ocksa vara ett vektorrum. Visa att om en linjar avbildning 7' : V' — W &r injektiv
och v1,vs,...,v, € V &r linjart oberoende, da &r dven T'(v1),T (v2),...,T(v,) linjirt oberoende.
(2p) Lat V = P5(R) och lat

v1:x2—|—x+1, v2:x2—1, 03:x2—x+1

vara tre element i V. Bestdm om vektorerna vy, vy, v3 r linjart oberoende eller inte (och kom ihég
att motivera noggrant).

(2p) Lat A € M,,«(F) vara en matris. Ange definitionerna av begreppen egenvdrde och egenrum
for A, samt vad det betyder for A att vara diagonaliserbar.
(3p) Lat
2 0 6
A=1|0 2 0 c M3X3(R)
0 0 —4

Berékna samtliga egenvirden for A och baser for de tillhérande egenrummen, samt avgor om A
ar diagonaliserbar.

3. Betrakta polynomrummet P5(R) med inre produkten

(a)

(f.0) = / f@)g(@)de (6 f,g € Pa(R)).

(2p) Bestam samtliga polynom av grad som hogst 1 som &r ortogonala mot p(x) = 12z — 6.

(b) (3p) Bestim en ON-bas for delrummet U till P2(R) som spénns upp av {z?, 12z —6}.



4. (a) (1p) Lat V vara ett inre produktrum &ver C. Formulera den komplexa spektralsatsen f6r V' (som
ger ett kriterium fOr att en linjir operator pa V &r diagonaliserbar relativt en ON-bas for V).

(b) (4p) Lat U C Max2(C) vara delrummet

~ (e by, : o b\ fas Ba\\ o —
U{(C a>.a,b,C€C} medlnreprodukten<<C1 al),<02 a2)>a1a2+b1b2+0152_

En linjar operator T': U — U definieras via

a b\ a b+c
T(c a>_(4b—|—c a )
Avgor om T &r diagonaliserbar relativt en ON-bas for U.

Ledning: Det dr tillatet att utan bevis anvdnda att féljande dr en ON-bas for U:

a=((5 ) 3)- (0 )

5. (a) (1p) Lat T : V — W vara en linjir avbildning mellan dndligtdimensionella inre produktrum V'
och W. Ange en definition av T:s nollskilda singuldrvdrden. Obs: vilken som helst av de olika
ekvivalenta definitionerna gar bra.

(b) (4p) Berdkna en singuldrvirdesuppdelning av matrisen

2 1 -1
A=1|2 1 2| € ngg(R).
2 -2 -1

6. (a) (2p) Lat A € M3x3(C) vara en matris. Ange definitionen for att A &r unitdr, och visa att om A
har kolonner uy, us, u3 som utgdr en ON-bas for C3 sa &r A unitér.
(b) (2p) Lat T : V — W vara en linjér avbildning mellan vektorrum ¥V och W med dim V' = dim W < oo.
Visa att T &ar injektiv om och endast om T &r surjektiv.
(¢) (1p) Definiera T : R® — R3 via T'(2,y, 2) = (x+2y+2, x+y+2, x—z). Avgor om T &r surjektiv
eller inte.

Réttningen av tentan kommer att vara fardig ungefar 2 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter kan en
elektronisk kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen genom ldnken
https://survey.su.se/Survey/48245/sv.



