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Lo6sningsforslag
1. (a) (1p) Lat vy,v9,...,v, vara vektorer i ett vektorrum V 6ver en kropp F. Ange definitionen av att
V1,02, ...,V ar lingdrt oberoende.
(b) (2p) Lat W ocksa vara ett vektorrum. Visa att om en linjar avbildning 7' : V' — W &r injektiv
och vy,vs,...,v, € V &r linjirt oberoende, da &ar &ven T'(v1), T (v2), ..., T (v,) linjirt oberoende.
(c¢) (2p) Lat V = P3(R) och lat
01:x2+x+1, v2=x2—1, 03:x2—x+1

vara tre element i V. Bestdm om vektorerna vy, vy, v3 r linjart oberoende eller inte (och kom ihég
att motivera noggrant).

L6sning
(a) Vektorerna vy, ..., v, kallas linjart oberoende om de enda skaldrerna aq, ..., a, € F som uppfyller
a1+ - +apv, =0y drag =---=a, =0.
(b) Vi behover visa att om aq,...,a, € F ar skaldrer och

aT(vn)+-+a,T(v,) =0y, daddr ay=---=a,=0.
Anta att a1T(vy) + -+ - + apT(v,) = Ow . Eftersom T &r linjar si innebéar detta att
T(a1v1 + -+ apvy) = 0w = T(0y).
Eftersom T dr injektiv s& innebér detta att
a1v1 + -+ apv, = Oy,

och eftersom vq, ..., v, ir linjart oberoende sa medfér detta att a; = --- = a,, = 0, vilket var det
vi ville visa.

(c) Fragan ar alltsd om det finns skalérer aq, as, as, inte alla 0, sddana att
aivy + agvz + azvs = Oy,
dvs
ar(x® + x4+ 1) +ag(2® — 1) +az(@® — 2+ 1) = 0y
Vi undersoker detta genom att samla termer:
(a1 + ag + a3)x® + (a1 — az)x + (ay — ag + a3) = Oy .
Detta géller om och endast om
ay; +az +az = 0
a1 —as = 0
a1 —as + a3z =0.

Genom att jamfora den forsta och den tredje ekvationen ser vi att systemet medfor att a; = 0.

Utifran den forsta och den andra ekvationen ser vi sedan att a1 = az = 0 ocksa. Alltsa &r
a1 = ay = az = 0 den enda losningen till a;vy + asve + azvs = Oy, dvs vektorerna &r linjart
oberoende.

Svar: Vektorerna ar linjart oberoende.



2.

(a) (2p) Lat A € M,,«,,(F) vara en matris. Ange definitionerna av begreppen egenvirde och egenrum
for A, samt vad det betyder fér A att vara diagonaliserbar.
(b) (3p) Lat
2 0 6
A=10 2 0 S M3X3(R).
0 0 —4
Berdkna samtliga egenvéirden for A och baser fér de tillhérande egenrummen, samt avgér om A
ar diagonaliserbar.

Losning

(a) En skalir A € F kallas ett egenvirde for A om det finns en nollskild vektor v € F" sadan att
Av = . Egenrummet motsvarande ett egenvirde A &r delrummet

Ey={velF": Av=)v}.

Matrisen A kallas diagonaliserbar om det finns en bas for F™ bestdende av egenvektorer for T
Ekvivalent: om det finns en bas B for F* sidan att matrisen [L4]5 #r en diagonalmatris, dér
L, :F™ — F™ &r den linjira avbildningen som ges av L4(z) = Ax.

(b) Eftersom A &r Gvertrianguldr vet vi enligt utlérd sats att dess egenvérden &r precis matrisens
diagonalelement, dvs 2 (med algebraisk multiplicitet tva) och —4. Vi beréknar nu de motsvarande
egenrummen:

E5 : Egenrummet till egenvirdet 2 ar precis nollrummet till matrisen

0 0 6 0 01
0 0 O ~ 0 00
0 0 -6 0 00

Nollrummet till denna matris har t.ex. (1,0,0) och (0,1,0) som bas, sa

1 0
E5 = span 0],(1
0 0

E_4 : Egenrummet till egenvirdet —4 &r precis nollrummet till matrisen
6 0 6 1 01
0 6 0 ~ 010
0 0 0 0 00
Alla vektorer (z1,z9,23) i detta nollrum har zo = 0 och z1 + x5 = 0; alltsé ar
1
FE_, = span 0
-1

De tre vektorerna vi har identifierat &r uppenbarligen linjart oberoende, och utgér darmed en bas
for R3. Alltsa dr A diagonaliserbar.

Svar: Egenrummet {6r egenvirdet 2 har bas {(1,0,0), (0,1,0)}, och egenrummet for egenvirdet
—4 har bas {(1,0,—1)}. A &ar diagonaliserbar.



3. Betrakta polynomrummet Po(R) med inre produkten

(a)
(b)

(f.9) = / f@)g() e (fr f.g € Pa(R)).

(2p) Bestam samtliga polynom av grad som hogst 1 som &r ortogonala mot p(x) = 12z — 6.

(3p) Bestiam en ON-bas f6r delrummet U till Po(R) som spénns upp av {IEQ, 122 — 6}.

Losning

(a)

Vi kan representera ett godtyckligt polynom av grad som hogst 1 pa formen g(z) = ax + b.
Polynomen ¢ och p &r ortogonala om och endast om (p,q) =0, dvs

1
/ (az +b)(122 — 6) dz = 0.
0
Vi forenklar integralen:
1 , )
/ 12a2* + (12b — 6a)x — 6bdx = [4az® + (6b — 3a)z* — 6bx] , = 4a + (6b — 3a) — 6b = a.
0

Alltsa &r ¢(x) = ax + b ortogonal mot p om och endast om a = 0, dvs omm ¢(x) ar konstant.
Svar: Det dr precis de konstanta polynomen ¢(x) = b som &r ortogonala mot p.
Vi anvander Gram—Schmidts metod for detta. Forst later vi

U1:Z‘2

och noterar att .
2 2 2 4 1
]2 = (&2, o >=/ Pt =1,
0
Vi tar sedan nésta vektor us som

(122 — 6, uq)

uy = (122 — 6) — up = (122 — 6) — (122 — 6, x2) - 5>,

Vi beradknar:

1 1
(122 — 6, 22) = /O (12z — 6)22 dz = /0 122 — 622 da = [3¢* — 22°], = 1.

Alltsa ar
us = 122 — 6 — 5a2.

Vektorerna ui,us utfor en ortogonal bas for U; for att f& en ON-bas normerar vi. Vi vet redan
att ||uy|| = 1/v/5, och vi beriiknar

1 1
|uz||? = / (122 — 6 — 52°%)* dx = / 2524 — 12023 + 20422 — 1442 + 36 dx
0 0

= [52° — 302" + 682" — 722 + 361 ,
=7

De normerade vektorerna i %2 dvs v/522, (122 — 6 — 522)/+/7, utgoér da en ON-bas for U.

lluall? fluzll”

Svar: En bas for U ges av {v/5x2, %(12“% —6—522)}.



(a) (1p) Lat V vara ett inre produktrum 6ver C. Formulera den komplexa spektralsatsen for V' (som

ger ett kriterium fOr att en linjir operator pa V &r diagonaliserbar relativt en ON-bas for V).

(b) (4p) Lat U C Myyo(C) vara delrummet

_ a b . . aq bl a2 b2 o _ 7 .
U= {(c a) ta,b,ce (C} med inre produkten <<01 al) , (Cz a2)> = a1az+b1by+c1cs.
En linjar operator T': U — U definieras via

a b\ a b+c
T(c a>_(4b—|—c a )
Avgdr om T ar diagonaliserbar relativt en ON-bas for U.

Ledning: Det ar tillatet att utan bevis anvdnda att foljande dr en ON-bas for U:

2= ((0 1) o) (1 )

Losning

(a)

(b)

Den komplexa spektralsatsen séger att linjar operator T' pa V &r diagonaliserbar relativt en
ON-bas for V om och endast om T &ar normal, dvs omm T och T* kommuterar, dar T* ar T':s
adjungerade avbildning.

Enligt den komplexa spektralsatsen &r T' diagonaliserbar relativt en ON-bas for U om och endast
om T &r normal, dvs ToT* = T* oT. Enligt utlird sats géller detta om och endast om 7T":s matris
A relativt en ON-bas for U &r normal, dvs uppfyller A A* = A*A. Vi berdknar darfér en sddan
matris A och kollar detta.

Vi tar ON-basen B = (v1,va,vs) for U givet i ledningen, och berdknar:

T(01) :T<(1) ‘f) _ ((1) (1)) =
T(vy) —T<8 é) _ (Z é) — vy + dv3
T(vy) _T<(1) 8) - (‘1) (1)) — v3 + g

Alltsé ar
1 0 0
A=[TE=(0 1 1
0 4 1
Nu kontrollerar vi huruvida A ar normal:
1 0 0 1 0 0 1 0 0
AA* =10 1 1 1 4]=10 2 5
0 4 1 0 1 1 0 5 17
och
1 0 0 1 0 0 1 0 =
A*A=1[0 1 4 01 1]=1(0 17 =
0 1 1 0 4 1 0 *x *

Eftersom dessa matriser inte r lika, s 4r A inte normal, och eftersom A &r matrisen fér T relativt
en ON-bas sa ar T heller inte normal.

Svar: Operatorn T &r inte diagonaliserbar relativt en ON-bas for U.



5. (a)

(b)

(1p) Lat T : V — W vara en linjar avbildning mellan dndligtdimensionella inre produktrum V'
och W. Ange en definition av T:s nollskilda singuldrvirden. Obs: vilken som helst av de olika
ekvivalenta definitionerna gar bra.

(4p) Berikna en singularvirdesuppdelning av matrisen

Lo6sning

(a)

(b)

2 1 -1
A=12 1 2] € M3X3(R)
2 -2 -1
Enligt singulérvéirdessatsen finns det ON-baser (v1,...,v,) och (w1, ..., wy,) for V respektive W,
och unika reella tal oy > 09 > -+ > o, > 0, ddr r = rang(T), sddana att T(v;) = o;w; for
i=1,...,7 och T'(v;) =0 for j > r. Talen o1,...,0, kallas fér T':s nollskilda singulérvirden.

Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dér U och V dr ortogonala matriser och

g1 0 0
Y= 0 (o) 0 ,
0 0 g3

dér o1 > 09 > 03 > 0 ar A:s singulérvarden.

Vi vet att de nollskilda singulérvirdena for A precis motsvarar kvadratrotterna ur de nollskilda
egenvirdena till A* A, s& vi berdknar denna matris.

Vi har att
2 2 2 2 1 -1 12 0 0
A*A = 1 1 -2 2 1 2]l =10 6 3
-1 2 -1 2 -2 -1 0 3 6

For att hitta egenvirdena berdknar vi det karateristiska polynomet
det(A*A—t-1)=(12—t)((6 —t)* —3%) = (12— 1)(9 — t)(3 — t).

Alltsé &r egenvirdena 3, 9 och 12, och dirmed r singulirvirdena o1 = v/12 = 2v/3, 0o = 3 och
o3 = /3. Alltsa ges matrisen ¥ av

23 0 0
=0 3 0

0 0 V3

For att hitta matrisen V' berdknar vi egenvektorer for A* A motsvarande egenvirdena.

For egenvirdet 12 subtraherar vi 12 fran diagonalelementen och réknar ut nollrummet till
matrisen

0 0 O 010
0 -6 3 ~ 0 01
0 3 -6 0 0 0

Nollrummet, och ddrmed egenrummet E75, spanns alltsd upp av enhetsvektorn

1
v = 0
0



For egenvardet 9 raknar vi liknande:

3 0 0 1 0 O
0 -3 3 ~ 0 1 -1
0 3 =3 0 0 O

Hir spanns egenrummet Fg upp av vektorn (0,1, 1), som vi normerar till

0
1
Vg = —= 1
v 1
For egenvirdet 3 riaknar vi liknande:

9 0 0 1 00
0 3 3 ~ 0 11
0 3 3 0 00

Hér spanns egenrummet F5 upp av vektorn (0,1, —1), som vi normerar till
0
1
V3 = ﬁ 1
-1

Dessa tre vektorer utgor kolonnerna av den eftersékta matrisen V, dvs

10 0
1 1
=l £ 4
0 %5 %

Det sista steget &r att hitta en matris U som uppfyller villkoren, vilket vi gér genom att bestdmma
dess kolonner w1, us, uz. For detta anvinder vi att Av; = o;u; for i = 1,2, dvs att u; = %Avi:

2 1 -1 1 1
1 1 1
U1:7AU1:7 2 1 2 0 = —0= 1
2v/3 2v/3 9 _o _1 0 V3 1
2 1 -1 0 0
1 1 _ 1
2 1 -1 0 2
_ 1 _ 1 — 1| _
R R L R

Dessa tre vektorer utgor kolonnerna av den ortogonala matrisen U:

1 0 2
V3 V6
U_LL_L
| V3 2 V6
1 1 1

Alltsa har vi:
Svar: En singularvirdesuppdelning ges av A = U ¥ V*, dar

2

1

i Y% 2v3 0 0 L0 0

1 1 1 . -
U=|% % —7% =10 3 0 V=0 5 &

S U N 0 0 V3 0 % -5

Vi Vi Ve ? ?



6.

(a) (2p) Lat A € M345(C) vara en matris. Ange definitionen for att A dr wnitdr, och visa att om A
har kolonner uy, us, 3 som utgdr en ON-bas for C3 sa &r A unitér.

(b) (2p) Lat T': V' — W vara en linjér avbildning mellan vektorrum V och W med dim V' = dim W < oo.
Visa att T ar injektiv om och endast om T ar surjektiv.

(c) (1p) Definiera T : R® — R3 via T(x,y,2) = (x+2y+2, v +y+2, ¥ —2). Avgdr om T &r surjektiv
eller inte.

Lo6sning

(a) Matrisen A kallas unitir om A* A = AA* =1, dvs om A~! = A*. Om en matris A har kolonner
u1, Ug, us som ar en ON-bas for C3, da har vi per definition att u; ‘u;=0o0m<i# jochu =1
for varje . Alltsa ar

— uy — || Uy UL U UL Uz - UL 100
A*A=|— w — ur Uz uz | =|ui Uy us-uz uz-us | =10 1 0
— m —/ \| | | uy Uz up-TUz uz-Us 001

Dirmed sir A~! = A*, si A &r unitér.

(b) Vi vet enligt utlird sats att T &r injektiv om och endast om N(T') = {Oy }, och att T &r surjektiv
om och endast om R(T") = W. Enligt dimensionssatsen har vi att, for alla linjdra avbildningar 7,

dim N(T') + dim R(T") = dim V.
I vart fall har vi dimV = dim W, sa
dim N(T) + dim R(T) = dim W.

Eftersom R(T) < W sa ar R(T) = W omm dim R(T") = dim W, vilket enligt ekvationen ovan &r
sant omm dim N(T') = 0, vilket &r sant omm N(T') = {Oy }. Alltsd dr T surjektiv omm den &r
injektiv.

(c¢) Avbildningen uppfyller kraven fran (b), alltsa ricker det att bestdmma om T &r injektiv eller inte.
Om T'(z,y,z) = (0,0,0), da ser vi fran den tredje koordinaten att = z. Alltsa maste 2z +2y =0
och 2z + y = 0, och ddrmed maste y = x = z = 0. Alltsa ar T injektiv, och ddrmed surjektiv.

Svar: T dr surjektiv.



