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Avslutande material:
» Analytiska funktioner, fortsattning
» Likformig konvergens

» Funktionsserier
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f(2) = u(z2) + iv(z) = u(x,y) + iv(x,y)

dar u: C — R och v: C — R kallas real-och imaginardelar till f.

Definition (Komplexa kurvintegraler)
For en orienterad deriverbar kurva

v={z(t) = x(t) + iy(t): a < t < B}
satter vi 3
/f(z)dz = / f(z(t)) 2'(t)dt.

» Utskrivet for real-och imaginardelar betyder detta

B B
/ (udx—vdy)+i/ (vdx + udy).

«



Exempel:
Vi kan parametrisera och berakna

d
/ 2 — oni,
,YZ—Q

v ={a+re": t €|0,2x]}.

darae C, r > 0 och



Definition (Begreppet analytisk funktion via Cauchy-Riemanns

ekvationer)
Vi sager at f = u + iv ar analytisk i en 6ppen mangd Q C C om

u(x,y), v(x,y) € CY() och uppfyller

() L=2
Ox Oy

och
ou ov

(II) @ = —&



Definition (Begreppet analytisk funktion via Cauchy-Riemanns

ekvationer)
Vi sager at f = u + iv ar analytisk i en 6ppen mangd Q C C om

u(x,y), v(x,y) € CY() och uppfyller

() L=2
Ox Oy

och
ou ov

(II) @ = —&



Theorem (Analytiska funktioner som funktioner med komplex
derivata)

L&t f = u+iv ha u,v € CHQ).



Theorem (Analytiska funktioner som funktioner med komplex
derivata)

Lt f = u+iv ha u,v € CY(Q). D3 ar f analytisk om och endast
om

(0= _im f(z + h/)7 — f(2)

existerar i varje punkt i €.



Theorem (Analytiska funktioner som funktioner med komplex
derivata)

Lt f = u+iv ha u,v € CY(Q). D3 ar f analytisk om och endast
om

F(z) = (nglo f(z+ h/))— f(z)

existerar i varje punkt i €.

» Polynom ar analytiska funktioner, likasd

e = e*e” = eXcosy + iesiny.



Theorem (Analytiska funktioner som funktioner med komplex
derivata)

Lt f = u+iv ha u,v € CY(Q). D3 ar f analytisk om och endast
om

F(z) = (nglo f(z+ h/))— f(z)

existerar i varje punkt i €.

» Polynom ar analytiska funktioner, likasd

e = e*e” = eXcosy + iesiny.
» OBS: f(z) = z = x — iy EJ analytisk funktion.
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Theorem (Cauchys sats)

Antag f analytisk i enkelt sammanhangande oppen mangd Q2 C C
och ~ enkel sluten kurva i Q.

D3 galler
/ f(z)dz=0.
.
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Bevisskiss:

Om f = u + iv ar en komplexvard kontinuerlig funktion och
v ={z(t) = x(t) + iy(t): t € [, B]} &r parameterkurva har vi

B B
/ fdz = / (udx — vdy) + i/ (vdx + udy).
v « «

Antag att «y ar enkel och sluten, dvs. z(t) # z(s) for
a<s<t<pfsamt z(a) = z(B), och v = 0K dar K &r det inre
av «. Tillampa Greens formel p3 real och imaginardel. Till
exempel fas

/ udx — vdy = / vy —)dxdy =0

dar integranden ar noll enligt Cauchy-Riemanns ekvationer.
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Exempel:
Om v = {10+ e': t € [0,27]} fas

dz = 0.

/ e?cosz — (z+2)%2 + ze7*
. z2 -1

Integranden ar analytisk i hela planet utom i z=1 och z = —1.

» OBS: Detta argument ar inte giltigt om
y={l+e®:0<t <27}l
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Theorem (Cauchys integralformel)

Antag f analytisk i oppen enkelt sammangangade 2 C C. Antag
~v C Q positivt orienterad enkel sluten kurva. Dagaller

(@) = o [ {ac,

for varje z € int(y).
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Exempel:
Med hjalp av komplex analys kan vi visa:

o -
sin x
/ dx
oo X

ar konvergent och har vardet 7.
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Med hjalp av komplex analys kan vi visa:

Theorem (Algebrans fundamentalsats)
Lat p = p(z) vara ett komplext polynom av grad n > 1. D& har p
ett komplext nollstalle.

» Det foljer att p har precis n nollstallen om vi raknar rotter
med multiplicitet.
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Summan av en geometrisk serie:

> 1

E xk = , —l<x<l
1—x

k=0

> Kan utvidgas till komplexa argument!

1

k

= — 1.
E 2t =1, |z| <
k=0
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Funktioner givha som potensserier:
Cauchys integralformel ger for analytisk f att

f(z) = 2% / Cf(_C)ng

dar v ar en cirkel med mittpunkt zy. Skriv

1 1 1 1

(—z (—z2—(z—2) (-2 1-22

Om z innanfor v har vi |z — 2| /|¢ — 20| < 1. Jamfor med summan
av en geometrisk serie:

1 = (2= o)k
=

¢—20 k=0
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Om vi byter plats pa integration och summation far vi

f(2) =) c-(z— ),
k=0

dar ) F(0)
w5 |



Analytiska funktioner och konvergenta potensserier
Om vi byter plats pa integration och summation far vi

f(Z) = ch : (Z_ZO)ka
k=0
dar ) F(0)
ck=— | ———=dC.
KT or [y (¢ — zo)kH1 ¢
Om vi deriverar under integraltecknet kan vi vidare skriva

B f(k)(zO)
Tk

K k=0,1,....



Far man byta ordning pa integration och derivering?
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Far man byta ordning pa integration och derivering?
Far man byta plats pa integration och derivering?

» | allmanhet inte!
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1
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1
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Exempel:
Lat for k=1,2,...

1

Vi har for fixt k

o0 o0 1
/ gk(x)dx:[yzx_k]:/ 1+y2dy=7r-

—00 —

For fixt x galler daremot
lim gk(x) =0.
k—00

Séa
/ lim gk(x)dx =0# 7 = lim / gr(x)dx.
k—ro0

— oo k=00 — oo
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Ofta efterfragar man likformig konvergens!

Definition

Lat {fi(x)}22, vara en foljd av funktioner pa | C R.

Vi sager att fi konvergerar punktvis mot f pa | om det for varje

x € | galler att
lim fx(x) — f(x) =0.

k—o0

Vi sager att {fx} konvergerar likformigt mot f pa / om

lim sup |f(x) — f(x)| = 0.

k— o0 xel
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Exempel: Betrakta foljden f,(x) = x p3 intervallet [0, 1].
For varje fixt 0 < xp < 1 galler

lim fi(xo) = lim x§ =0.
k—00 k—o0

Vi har aven f,(1) =1 for alla k.
Foljden {fx} konvergerar punktvis, mot funktionen

0, 0<x«1
f(X):{ 1, x=1

Men konvergensen ar inte likformig!

Varje fy ar kontinuerlig, med f,(0) = 0 och f,(1) = 1. Enligt
satsen om mellanliggande varden finns det for varje k en punkt
0 <y <1dar fk(yg) = %
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Viktiga satser om likformig konvergens

Theorem
Lat {fi} vara en foljd av kontinuerliga funktioner som konvergerar
likformigt pa | till en funktion f. D& ar f kontinuerlig.

Theorem
Antag att {fi} ar en foljd av kontinuerliga funktioner sidana att
>« f(x) konvergerar likformigt pa intervallet [a, b]. D3 galler

/az_:fk dx—Z/ fie(x

» Flera variationer pa detta tema.
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Nar konvergerar en funktionsserie?

Theorem (Weierstrass majorantkriterium)
Antag att )7, ax ar en konvergent positiv serie.
Antag att {fi }3°, ar en foljd av funktioner pa ett intervall |
sddana att
If(x)] < ag, xe€l,
for varje k =1,2,....
D3 konvergerar y_ ;- | fi(x) likformigt pa intervallet .

> Viktig klass av funktionsserier: potensserier

Z ck(x — xo)~.

0

o]
k=

» Jamfor Taylors formel fran tidigare kurser.
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Analytiska funktioner som konvergenta potensserier
Konsekvens av det vi har gatt igenom.Foljande pastdenden ar
ekvivalenta:

> f ar en analytisk funktion
» f ar komplext deriverbar
» f ges lokalt som summan av en konvergent potensserie.

Om en komplex har en derivata har den alla derivator!



