MATEMATISKA INSTITUTIONEN

STOCKHOLMS UNIVERSITET Tentamensskrivning i
Avd. Matematik Algebra, Matematik 1, 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask den 10 maj 2023

Forelasare: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. Betygsgranser:

Max 30p|B 24p|D 18p
A 27p|C 21p|E 15p

Bonuspoéangen fran terminens problemsamlingar rdknas in under rattningen.

Koordinater forutsitts vara givna med avseende pa en hogerorienterad ON-bas.

1. (a) Bestam minsta positiva resten da 23335 delas med 7.
(b) Bestdm en l6sning till den Diofantiska ekvationen 19z + 17y = 5.

(c¢) Bestam det minsta positiva heltal a som gor att den Diofantiska ekva-
tionen 21x + 15y = a har l6sningar.

Lésning. (a) Vihar att 233335 = 22.(23)11 = 4 811 "och eftersom 8 dr kongruent
med 1 modulo 7, sa ar resten vid division med 7 lika med 4.

(b) Euklides algoritm pa 19 och 17 ger
19=17+2
17=8-2+4+1
sa1=17-8-2=17—-8(19—17) = 19(—8)+17-9. Alltsa ar x = 5(—8) = —40,
y =59 =45 en losning till ekvationen.
(c) Da sgd(21,15) = 3, finns l6sningar om och endast om 3 | a, s a = 3.
2. (a) Los ekvationen 522 + 222 + 52+ 2 = 0.

(b) Bestam en ekvation for den ellips som visas i figuren nedan.

A

Var god véand!



Léosning. (a) Rationella rotsatsen sager att rationella rotter p/q uppfyller att p | 2
och ¢ | 5, s& +1,+2, %, +2 ir potentiella rétter. Dock, dé alla koefficienter
ar positiva, ar bara de negativa alternativen relevanta. Insédttning av —1 och
—2 ger inga rotter, och inte heller —%, men
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sd z = —2 dr en rot, s& (2+2/5) ér en faktor till polynomet enligt faktorsatsen.
Vi utfér nu polynomdivision, och far
2
52° 4222 + 52 +2= (522 +5)(z + §>
De ovriga rotterna ges dd av 522 +5 = 0 < 22+ 1 = 058 z = =i.

Sammanfattningsvis har polynomet alltsa rétterna i, —i och —2/5.

(b) Centrum ar (2,3), och halvaxeln i z-led ar 4 lang, medan halvaxeln i y-led ar
2 langdenheter. Detta ger ekvationen

(r—2)*  (y—3)°
g e Tk

3. (a) Pa hur méanga sétt kan man véalja ut tre personer bland sju, och dérefter
ge en av de tre valda personerna en kaka? Svara med heltal.

(b) Visa att for heltal n > 3 galler det att 3 - (g) —-n- (”;1)
Tips: Anvand inte induktion for att visa detta.

Lésning. (a) Forst véljs de tre personerna, (;), dérefter personen som far kakan,

3 satt. Multiplikationsprincipen ger da 3 - (;) =3- g% =3-5-7=105.

(b) Kombinatoriskt bevis: Vénsterledet raknar antalet sitt att bland n personer
vélja 3, och dérefter ge en av dessa en kaka. I hogerledet gor vi valen i omvand
ordning; en av de n personerna far forst en kaka, och sedan behéver vi vélja
tva till (utan kaka) att tillhora 3-gruppen av personer.

I bada led raknar vi alltsa sétt att tillverka en 3-grupp fran n personer dar en
person i gruppen har en kaka.

Algebraiskt bevis: Vi har att

o(5) o g R (),

da vi utnyttjat att <Z) = k!(:ik)! = ”(”_1)(”_2!)"'("_k+1).

(2p)

(3p)



4. Berékna determinanten (5p)
102 101 101

100 100 101}.
202 200 200

Tips: Anvand rakneregler for att forst forenkla determinanten.

Lésning. Vi anvander radoperationer, multiplar av mittenraden subtraheras fran

forsta och sista:
102 101 101 2 1 0

100 100 101} =|100 100 101
202 200 200 2 0 -2

Vi kan nu ta mittenkolonnen och dra ifran bada andra kolonnerna:

2 1 0 1 1 -1
100 100 101} =0 100 1
2 0 -2 2 0 =2

Forsta kolonnen adderas nu till sista, och determinanten blir

1 1 0 1 10
0 100 1}]=10 0 1
2 0 0 2 00

dar vi i sista steget anvande sista kolonnen for att eliminera i nast sista. Utveckling
langs med sista raden ger nu att determinanten blir

10

S

Determinantens viarde ar alltsa 2.

5. Bestam skarningslinjen mellan planet 2z + 3y — z +5 = 0 och planet som pa (5p)
parameterform ges av (3,0,2) + s(1,—1,0) +¢(0,1,2), s,t € R.

Lésning. Visétter in punkterna i parametriseringen i forsta planets ekvation. Detta
ger

2(3+5)4+3(t—8)— (2426)+5 = 0 <= 6+25+3t—35—2—2+5 =0 <> t—s+9 = 0.

Alltsa maste vi ha s = t + 9. Detta innebar att sa lange denna relation géller,
har vi en punkt pa skdrningslinjen mellan planen. Sétter vi in s = 9 4 ¢ far vi en
parametrisering av skdrningslinjen:

(3,0,2) + (9+¢)(1,—1,0) + £(0,1,2) = (12, -9,2) + £(1,0, 2).

Sammanfattningsvis, (12, —9,2) +¢(1,0,2) med ¢ € R ar alltsa skdrningslinjen.



6. (a) Lat Fy : R® — R3 vara avbildningen som definieras av (2p)
Fi(x,y,2) = e +y+z,0—y,2x+ 27).

Ar F linjér eller inte? Motivera utifran definitionen av linjar avbildning!

(b) L&t Fy : R® — R? vara den linjéra avbildning som definieras av (2p)
0,1,2) -
Fy(u) = u + (”5)“(0, 1,2).

Bestdam avbildningsmatrisen for F5 i standardbasen.

(c) Ar avbildningen F; inverterbar? (1p)

Léosning. (a) Nej. En linjar avbildning maste uppfylla att Fi(u + v) = Fi(u) +
Fy(v) for alla vektorer u och v. Men tar vi u = v = (0,0, 1) ser vi att

F1((0,0,1) 4+ (0,0,1)) = F1((0,0,2)) = (2,0,2%) = (2,0,4), men
Fl((0> 07 1)) + Fl((07 07 1)) =2- (17 07 12) = (27 07 2)
Eftersom dessa inte stdmmer 6verens, sa ar F) inte linjar.

(b) Det racker att berdkna Fy(ep), Fy(ey) samt Fy(es). Dessa blir kolonnerna i
avbildningsmatrisen.

F(e)) = (1,0,0) + - - (0,1,2) = (1,0,0)

F(e;) =(0,1,0)+ - -(0,1,2) = (0,6/5,2/5)

F(es) = (0,0,1) + = - (0,1,2) = (0,2/5,9/5).

A DO = Ot O©

Avbildingsmatrisen blir alltsa

1 0 0
0 6/5 2/5|.
{0 2/5 9/5]

(c) Ja, den &r inverterbar da determinanten av avbildingsmatrisen blir (efter ut-
veckling ldngs med forsta raden)

_ L6.9-2.2) 40,

L 6/5 2/5
25

2/5 9/5



