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K1

(a)

Vi har att

0
%[2my +i(z? — y?)] = 2y + 2ix,

7i§y[2xy +i(x? — y?)] = —i(2z — 2iy) = —2iz + 2.

Dessa tva uttryck &r inte identiskt lika, s f &r inte analytisk.

(b)

Vi har att

0 . )
%[Qxy—l—x—i—z(yQ—l—y—x?)] =2y+1—2ix,

)
4(,7[2:5;/ +r+i(y?+y—a?) = —i(2v + 2y +4) = 2y + 1 — 2ix.
y

Dessa tva uttryck ar identiskt lika och kontinuerliga, sa f ar analytisk. (Funk-
tionen dr f(z) = z —i2?).

(c)

Vi har att

0
%[mQ —y? +i(z? + y?)] = 22 + 2ix,

.0 : .
—za—y[:c2 —y? +i(2? 4+ y?)] = 2y + 2iy.

Dessa tva uttryck &ar inte identiskt lika, s f &r inte analytisk.

(d)

Vi har att

—[—e¥siny + ie” cosy] = —e” siny + ie” cosy,

ox

—i—[—e"siny + ie” cosy] = —i(—e® cosy — ie” siny) = —e” siny + ie” cos y.

dy

Dessa tva uttryck ar identiskt lika och kontinuerliga, sa f ar analytisk. (Funk-
tionen ar f(z) = ie?).

K2
En global primitiv funktion till f(z) = ze* ges av F(z) = e /2, allts giller
1
/zeZde = F(z(m)) — F(2(0)) = §<87T2 —1).
r



Cauchys Integralformel
I f6ljande uppgift anvinder jag mig mycket av Cauchys integralformel. Om f(z)
ar analytisk inuti en cirkel I', och 2, ligger inuti I, sa géller

/ IG) _orif(z).
T

(2 —2)

K3

Funktionen f(z) = 1/z har en singularitet i punkten z = 0 som ligger inuti
ellipsen. Eftersom integraler éver analytiska funktioner ar végoberoende kan
vi begrénsa oss till en cirkel I'; kring origo, och vi far enligt Cauchys integral-

formel
/ = 2mi.
T

1

K4

(a)

Funktionen f(z) = (32 —2)/(2? — 2) har singulariteter dd 0 = 22 — z = 2z(z — 1)
vilket hénder da z, = 0,1. Om I &r cirkeln |z| = 1/2 ligger endast z, = 0 inuti
I, sa vi kan enligt Cauchys integralformel rikna

/32_2dz=/wdz=2m-(3-0—2)/(0—1):4m‘.
T T

22—z z

(b)

Om T istéllet ar cirkeln |z| = 2 delar vi upp integralen i tva bitar, en liten cirkel
I'; kring 2, = 0 och en liten cirkel I'y kring z, = 1, sa vi kan enligt Cauchys
integralformel rikna

/32_2512:/ (32—2)/(2—1)dz+/ (32—2)/zdz

22—z z (z—1)

=210 (3-0—2)/(0—1)+2mi- (3-1—2)/1 = 4mi + 27i = 6mi.

K5

Enligt Cauchys integralformel har vi
i/2

2,z 2,z 2 , -
/ - ‘dz:/z c / dz = 2mi(—i/2)%e "2 )2 = me
P2z 41 P z+1i/2 4




K6

Funktionen cos z/(2% + 9z) har tre singulariteter
2492=0 < (2+3i)(z—3i)2 =0 < z¢€ {0,3i,—-3i}.

Endast z = 0 ligger inuti . Enligt Cauchys integralformel

2 9 271
/ ?(:OSZ dz:/wd222ﬂi0030/<02+9):ﬂ.
r ? + 92 T z J

K7

Integraler 6ver reella polynom
Om vi &r intresserade av en integral pa formen

o0
/ p(@) .
o a(z)
dér p och ¢ ar polynom och ¢ har grad atminstone 2 storre &n p, kan vi gora

det pa foljande vis.

Vi integrerar 6ver en halvcirkel I' , av radie R pa det komplexa planet och center
i origo, och vi later C'p vara den 6vre delen av halvcirkel. Da géller

/Fqu;dz:[:];Egdz—i—/CRZEz;dz.

Det gér att visa att integralen ¢ver C'p gar mot 0, sa vi far

g ] e L

Hogerledet blir konstant d& R &r sa stor att det innehéller alla singulariteter

av Z 53 pa ovre halvplanet, eller med andra ord alla nollstéllen till ¢(z) pa 6vre

halvplanet.

K8

Funktionen 1/(z2 4+ 1)(22 + 4) har singulariteter d& z = 44, +2i. Endast punk-
terna z = i,2i ligger pa Ovre halvplanet. Enligt resonemanget ovan far vi for
tillrackligt stort R

> 1 1
/_oo EENEET / EESEET



Vi delar upp i en cirkel I'; kring ¢ och en cirkel I'y kring 2¢ och far enligt Cauchys
integralformel

1 [ 1 (z40)(2%+4) 1/(z+2i)(2% + 1)
[Rwdz—/rl dZ"‘lz dz

)2+ 4) =1 (=~ 2i)
. . YD) . . . 2 1 1 7'['
=2mi-1/(i+d)(i*+4) + 2w - 1/(20 4+ 20)((2)* + 1) = w(g — 6) ==3%
K9
Funktionen 1/(z*+4) har singulariteter di z* = —4. Genom att anviinda polira

koordinater kan man ta fram lésningar z = +14i. Endast punkterna z = +1+1
ligger pa 6vre halvplanet. Enligt resonemanget ovan far vi for tillréckligt stort

R
<1 1
7dz:/ —dz.
/OO (24 +4) r, (214 1)

Vi delar upp i en cirkel I'; kring 1 + ¢ och en cirkel I'y kring 1 — 4 och far enligt
Cauchys integralformel

1 [ 1) (z=140)(2*+22+2) B 1/(z—1414)(22 —22+2) 3
/FR(Z4+4> _/F G-1-1) d*/F CESE) d
= 2mi-1/(1+i—140) ((1+0)>+2(1+4)+4) ) +2mi-1/ (—14i4+1+4) ((i—1)2—2(i—1)>+4))

g(1+i)+ g(l—z’) - g.
K10
K11
(a)
Vi har att
sin kx < 1
k ‘ ~ ok

Eftersom hogerledet inte beror pa = och gar mot 0 konvergerar serien likformigt
mot 0.

(b)
Vi har att
T

~ vk

parctan kx

Vi

‘(1)




Eftersom hogerledet inte beror pa = och gar mot 0 konvergerar serien likformigt
mot 0.

(c)

Vi anvéinder Weierstrass Majoranttest och ser att

1

1 COS kT
< .
S 2

‘<_1> 2

Eftersom serien Y 1/k? konvergerar konvergerar den ursprungliga serien lik-
formigt.

(d)
Vi anvéinder Weierstrass Majoranttest och ser att

sin” z/k 1

el

k3/2 k3/2

Eftersom serien Y1/ k3/2 konvergerar konvergerar den ursprungliga serien lik-
formigt.

K12

(a)

Serien f,(x) = x*(1 — z*) konvergerar punktvis mot 0, s& om den konvergerar
likformigt konvergerar den mot 0. Betrakta sekvensen z, = (1/2)"/*. Vi har
att fi(z,) =1/2-(1—1/2) = 1/4, sd vi kan aldrig garantera att |f,(z)| < 1/4,
oavsett hur stort vi gor k. Alltsa konvergerar inte f,(z) likformigt.

(b)

Jag pastar att serien konvergerar likformigt mot 1. Vi har att

kx ‘ 1 1
1l = <
14+ kx 1+kx ~ 14k

Vi anvénder i sista olikheten att = > 1. Eftersom hoégerledet inte beror pa x
och gar mot 0 &ar vi fardiga.

(c)

Serien fi(x) = kx/(1+ kx) konvergerar punktvis mot 1, sa om den konvergerar
likformigt konvergerar den mot 0. Betrakta sekvensen z; = 1/k. Vi har att
|[fe(zi) — 1] = 1 —1/2 = 1/2, s& vi kan aldrig garantera att |f.(z)] < 1/2,
oavsett hur stort vi gor k. Alltsa konvergerar inte f,(z) likformigt.



(d)

Jag pastar att serien konvergerar likformigt mot 0. Funktionen f(x) = x/e® ar
avtagande da x > 1, eftersom f’(z) = (1 — z)e . Vi har att

kx kx k

ekm ekz — ek'

Vi anvénder i sista olikheten att = > 1. Eftersom hogerledet inte beror pa =
och gar mot 0 ar vi fardiga.

(e)

Serien f,(z) = kz/(e**) konvergerar punktvis mot 0, s om den konvergerar
likformigt konvergerar den mot 0. Betrakta sekvensen z; = 1/k. Vi har att
|fi.(z)| = 1/e! = 1/e, s& vi kan aldrig garantera att |f,.(x)| < 1/e, oavsett hur
stort vi gor k. Alltsa konvergerar inte fi(z) likformigt.

()
Serien f;.(x) = kz*(1 — 2) konvergerar punktvis mot 0, s om den konvergerar
likformigt konvergerar den mot 0. Betrakta sekvensen z; = 1 —1/k. Vi har
att | f(zy)| = k(1 — 1/k)¥1/k = (1 — 1/k)*. Sekvensen gar mot e d& k gar mot
oandligheten (standardgrinsvirde) s& vi kan aldrig garantera att |f.(z)| < e,
oavsett hur stort vi gor k. Alltsd konvergerar inte f; () likformigt.

(8)

Funktionen f; (z) = kz¥(1—x) &r 6kande pa intervallet [0,a) om a < k/(k+1),
eftersom derivatan &r fy(z) = kz* 1k — (k+ 1)z). Alltsd ir

|kzk(1 —2)| = kzk(1 — 2) < ka®(1 — a).

Eftersom hogerledet inte beror pa x och gar mot 0 konvergerar var serie lik-
formigt mot 0.

K13

(a)
Vi har att

x? a? 1
= <

1
- < .
1+k222 — 1+Kk2a2 a24+k2 " k2

22
1+ k222

Summan 3 1/k? konvergerar, s& var ursprungliga serie konvergerar enligt Weier-
strass Majoranttest.

(b)

Vi har att

:z:+sinkx‘ 2] +1  a+4+1 a+1
< <
L+k2 |7 1+k2 7 14+K2 7 K2




Summan (a + 1) > 1/k? konvergerar, si var ursprungliga serie konvergerar en-
ligt Weierstrass Majoranttest.

K14

Vi har att
1 1

< < —.
~ (k4x)?2 T K2

(k+ x)?

Summan > 1/k? konvergerar, si vi far likformig konvergens enligt Weierstrass
Majorantsats.

‘ 2k

K15

Skillnaden mellan tv& pd varandra element i sekvensen ér 22 /k?, och sup,, _p [#%/k?| maéste
gd mot 0 dé k gér mot oéindligheten om sekvensen ska konvergera. Men sup, g |42 /k?| >
|k?/k%| = 1, s4 serien kan inte konvergera likformigt.

K16
Vi har
1 1 1 &
= =_ 2)k.
22—z 2(1-2/2) 2;0(9”/ )

Serien konvergerar for x om och endast om > y* konvergerar for y = x/2. Alltsa
konvergerar var serie for x € (—2,2).

K17
Vi har

x3 LES 1 x3 ( 5 )2k (ﬁm)2k+3
= — = — €T = - - .
1—2x2 21— (\/ix)Q 2 ] pc 2

Konvergensradien i det hér fallet &r samma som konvergensradien av den mit-
tersta serien, som ar

1 1
lim ———- = lim —————— =1/V2.
Koo (agy)1/2k ho ((v/2)2k)1/2F) /V2

Underséker vi randpunkterna @ = +1/v/2 far vi den harmoniska serien 3" 1/k
som divergerar. Alltsa konvergerar var serie pa intervallet (—1/v/2,1//2).

K18
Konvergensradien for serien ges av
2 1 1+2
lim Bkt _ lim w — lim ;/kl.
k—oo  ay k—oo (k —+ 1)]{) k—o0 =



Om z = +1 gér termerna i summan Y k(k + 1)(+1)* inte mot 0, s& vi har inte
konvergens i det fallet. Alltsd konvergerar var serie di z € (—1,1).

K19

Notera att ) o
=k . +1 k .
S =, YR e
k=1 k=1

dar

oo
= Z zFE2.
=1

Vi vill alltsa uttrycka f pa en sluten form. Betrakta

1

Deriverar vi bada sidor far vi

1 o0
ﬁ:1+2m+3w2+...22(/€+1)x’“
( —ZZZ) k=0

Deriverar vi bada sidor igen far vi

ik+2 k+ 1)k
k=0

1— m
Notera att - -
ka—sz (k+1 (k:+2)(k+1)k
k=0 k=0
=> (1=3k+1)+ (k+2)(k+1)ak =) k% = f(a).
k=0 k=0
Alltsa géaller
fla)=> 2" =3> (k+1)a*+> (k+2)(k+ 1)k
k=0 k=0 k=0
1 3 2 x(x+1)

l—z (1—2)2 (1—z)B3 (@1—2)3

Notera att konvergensradien for serien f(x) &r 1, och eftersom 1/2 och (i +1)/2
ligger inuti den konvergensradien kommer f att konvergera for dessa viarden. Vi
far sist men inte minst

1/2(1/2 +1)

102 = 7

=6, f((i+1)/2)=-3—1.



K20
Betrakta potensserien

1 oo
=1 2...:§ k.
1= +x+x k:Ox

Vi integrerar bada sidor och far

| | ixkﬂ
—In|l —z| = _
kzok:Jrl

Vi har ocksa att

warl ;U2

S e
£ k+1 2

+

w‘&w
M]3
eI
+

=

il
w

och att

NgE

$k+1 SaS)
=1

3 a*
RS kz:k+3'

B
Il
w

Tillsammans ger det hér

2 8 R
“hfl—z|=z+ T 4T
n|l—z| x+2+3+x;k+3
2 23 ok
= —In|l—z|—z—"=——" =23
n|l—z|—=x 5 3 =7 kz:;k—i—?)
njfl—zf 1 1 1 & 2
= - - — = = .
3 2 2z 3 Zk+3

Serien har konvergensradie

—1/k

. ‘ 1
lim |——
k—oo | k +3
Alltsé konvergerar serien for || < 1, och divergerar for |z| > 1. Om z = 1 far
vi den vanliga harmoniska serien

= 0

Enl

o)
k=4

och om z = —1 far vi en alternerande serie vars termer gar mot noll, vilket
konvergerar enligt Leibniz kriterium. Alltsa konvergerar serien for —1 < x < 1.



K21
Vi anvénder oss av foljande tva formler. Lat I" vara en enkel sluten kurva. Om
f ar analytisk inuti v och a ligger inuti v géller att

1z )dzf2mf( ). (1)

hz—a
Och dven att

1
/F(z—a)”dz =0. (2)

dar n > 1.

(a)

Notera att singulariteten i z = 0 ligger inuti I'. Vi expanderar

] 2k 2

k+1 “ _1727 3
cos( Z 5 + 2°g(2)

Alltsa géller

Den sista av dessa integraler &r 0 enligt Cauchys sats, den forsta dr 0 enligt (2),
och den mittersta integralen &r 27 enligt (1). Alltsa far vi

—dz—f/ dz+/ :—72m —7e.

(b)

Notera att singulariteten i z = 1 ligger inuti I'. Vi expanderar
1 1) o (2 —=1F 9
ef =e'(e”” ezi—e—i—e(z—l)—l—(z—l) g(2)
=0

déir g(z) dr en analytisk funktion. Vi far

? e e

(zjl)Q o o1 I

10



Alltsa géaller

e 1 1

Den sista av dessa integraler &r 0 enligt Cauchys sats, den forsta ar 0 enligt (2),
och den mittersta integralen &r 27 enligt (1). Alltsa far vi

1 1
e/r(Z_l)de—i—e/Pz_ldz—i—/rg(z)dz:()—l—eQm'—i—O=2m'e.

(c)

Notera att singulariteten i z = 7i/2 ligger inuti I. Vi expanderar

e = e™/?(exm/2) :iz o =i+i(z—mi/2)+ (z —7i/2)%g(2)

o~ (2 —DF
k=0

déir g(z) &r en analytisk funktion. Notera att e™/2 = . Vi far
z

(z —mi/2)2 - (z —mi/2)? + z— )2 +9(2).

Alltsa géller

/1“(25—3;/2)2(12:7:/1“(2’—7‘(‘1’i/2)2dz+i/rz—17i/2dz+/r\g(z)dz'

Den sista av dessa integraler &r 0 enligt Cauchys sats, den forsta ar 0 enligt (2),
och den mittersta integralen ar 2mi enligt (1). Alltsa far vi

1 1

K23

Enligt Cauchy-Riemann ekvationerna géller
ou_ov
or Oy’

och
ou__ov
oy  Ox’

Men da géller

%*@i [&L} 7] {31}} 0 {av] 0 { 8u} A

~0x Lox) " o Loyl "oy lox] oy Loyl T oy

11



En liknande utrdkning fungerar for v.

K24
(a)
Vi vill att denna analytiska funktion ska ha u = 2xy, sa vi far ddrmed

ov _Ou_,
oy ox Y

fran vilket det foljer att v = y? + f(z). P4 samma siitt far vi

dv  Ou _ oy

dx —  dy

s& v = —x2 + g(y). Ligger vi ihop de tva pastdendena far vi v = y? — 2% + O,
vi kan till exempel vélja C' = 0 och da far vi en analytisk funktion

f(2) = flz+iy) = 2zy +i(y* —a?) = —i(2zy +2° —y°) = —i(x +iy)* = —i2*

(b) Enligt K23 maste

Fo v
ox?  oy?
men i vart fall giller
0%v 0%
4T =242=440.
Ox? + 0y? + 7

12



