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Uppgifterna nedan inldmnas senast fredag 18 november.

UPPGIFT 1
Lat
D ={(z,y) e R*: 2* +¢* < 1}.
Avgor for vilka p > 0 dubbelintegralen

1
//D (% + 223y + 3a2y? + 22y3 + y*)P ddy

ar konvergent.

(Ledning: Undersok symmetrier hos integranden for att hitta ett eller flera variabelbyten
som férenklar integralen.)

Losningsforslag: Vi observerar forst att uttrycket som foreligger i integrandens namnare
ar homogent att ordning 4. Detta antyder att polynomet i fraga borde kunna skrivas som ett
polynom upphgjt till en jamn potens. Vidare ar polynomet symmetriskt i z och y. Vagledda

av dessa observationer inser vi att vi har
P(x,y) = a* 4+ 22%y + 3%y + 209° + y* = (4® + 2y + v*)°.

Lat oss infora variablerna
u=xz+y och v=z-uy.
Vi far da

P(x(u,v),y(u,v)) = %(BuQ + v2)?2

och har funktionaldeterminanten

J(u,v) = _

Vi ar nu redo att undersoka den givna generaliserade integralen. Vi genomfor variabelbytet

ovan och erhaller

/ / dady = 1 / / —1 dudv
p (@t 4223y + 322y? + 22y +y*)P 8 ) Jp (Bu? +0?)% ’
1
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dir E &r en delméngd av (u,v)-planet som omsluter origo. En vidare omskalning w = v/3u

1 1 1 1
| ————dudv = dwdv.
8//E (3uz + v2)2 8\/5//F (w? + o2

Omradet F' ar urbilden av D under dessa tva variabelbyten och ar en 6ppen mangd som

ger att

innehaller origo.
Vi observerar att integralens konvergens endast beror av integrandens beteende nara origo.

Saledes ar integralen till hger konvergent om och endast om

// dwdv
{w?+v2<R2} (w2 + 1}2)2p

konvergerar for sma R > 0. Nér vi nu infor polara koordinater fas den generaliserade envari-

R ™ R
1 d
/ / Trdrd& = 27T/ 4 )
0 JxTP o 7t

Integralen till hoger ar konvergent om och endast om 4p — 1 < 1, alltsa nér p < %

abelintegralen

Den generaliserade dubbelintegralen konvergerar alltsa om och endast om p < %

UPPGIFT 2
Beskriv den kropp som definieras av
K={(r,y,2) eER*: a* +y* + 22 <4, 0>0,2<1}

samt berakna dess volym.

Losningsforslag: Kroppen K &r en del av et klot med radie 2: narmare bestamt betraktar
vi ett halvklot, med borttagen nordkalott.

Volymen av denna kropp kan berdknas med hjilp av dubbelintegralen [ x dxdydz, vars
varde vi bestammer med itererad integration. Vi har att —2 < z < 1, och for varje fixt

sadant z giller 22 + 9% < 4 — 22,

1
/ drdydxr = / <// dxdy) dz.
K -2 {z2+y2<4—22 >0}

I polédra koordinater far vi

/2 pVA—22 2 4—22 -
// dxdy = / / rdrdf = {—] = —(4—27).
{z2+y2<4—22,2>0} —7/2J0 2 0 2

Slutligen fas
/dmdd —7T/1(4—z2)dz—7T 2] o
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UPPGIFT 3
Skissera den geometriska figur i R som beskrivs av
7(t) = (2cost,2sint, 3t), 0<t < 2.

Ange kurvans tangentvektor och normalvektor i varje punkt samt berakna kurvans baglangd
som funktion av parameter t.

Losningsforslag: Den givna kurvan ar en helix, en spiralkurva. Observera att x(t)?+y(t)* =
4 for varje t, medan z(t) ar en vixande funktion.

Vi berdknar forst tangentvektorn i varje punkt pa parameterkurvan. Vi har
7 (t) = (—2sint,2cost, 3)

och observerar att |7(t)| = /13 for t € [0,27]. Vi far fran detta genast kurvans baglangd

som funktion av parametern t:
t t
o) :/ 17 (r)|dr = ¢1_3/ dr = /131,
0 0

Kurvans baglangd ar saledes en konstant multipel av den givna parametern t.
En normalvektor i en punkt pa kurvan fas nu genom derivering:
7 (t) = (—2cost,2sint,0).
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