MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del B
Avd. Matematik 25 maj 2023

Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift dr vird 5 podng och
minst 15 poing, varav minst 4 fran teorifragorna, krivs for godként.

1. Ber#kna flodesintegralen av vektorfiltet
u = (2% —siny,y® + e* cos(zz2), 22 + 22 — xy)

ut ur enhetsklotet i R3.

Losningsforslag: Eftersom vektorfaltet u ér av klass C* i R® och enhetsklotet dr en kompakt mangd
med slit rand kan vi tillmpa Gauss sats, vilket ger att den sokta flodesintegralen

// u-ds = /// divudzdydz.
{z2+y2+22=1} {z2+y2+22<1}

divu = 322 + 3y% + 322 + 22 = 3(2? + ¢ + 2%) + 22.

Vi berdknar

Vi infor rymdpoldra koordinater
r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, 2z =rcosb
och berdknar funktionaldeterminanten
J =1r?siné.

Vi far nu

1 2m ™ 1 ™
// divudzdydz = / / / (3r%4-2r cos 0)r? sin Odrdpdf = 2 / / (3r* sin 64273 sin 0 cos 6)drdf.
B r=0J¢=0 J6=0 0o Jo

Vi har

127

1 ™ 1
27r/ / (371 sin 0 + 273 sin 0 cos ) drdf = 277/ [—3cos Or* 4 r®sin? 0]7 dr = -
o Jo 0

Alltsa ar den sokta flodesintegralens vdrde lika med %77.
2. (a) Undersok huruvida vektorféltet
u=(r+y+27y%32)
ar konservativt. (2p)
(b) Berédkna kurvintegralen av u léngst med den réta linjen som foérbinder (1,1,1) med (2, 3,2). (3p)
Losningsforslag:

(a) Det givna vektorfiltet dr inte konservativt. Detta kan till exempel inses genom att utnyttja att en
konservativt falt ar rotationsfritt, medan det givna faltet har rotu = (0,1, —1).

(b) Vi beriknar kurvintegralen medelst parametrisering. En riktningsvektor till linjesegmentet ges av
(2,3,2) — (1,1,1) = (1,2,1) och vi far en beskrivning av linjesegmentet pd parameterform genom

r(t)=(1+t,1+2t,14+1), 0<t<I1.



Vi har vidare
r'(t) = (1,2,1).

Insdttning ger
u(r(t)) = (3+4t,1+ 4t + 4t%,3 4+ 3t)

och ur detta fis
u(r(t)) - r'(t) = 8 + 15t + 8t

Vi far alltsa

1
1
/u dr = / (8 + 15t + 8t%)dt = [8t + By + §t3](1)
y 0 2 3
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. (a) (Teoriuppgift) Lat f : R* — R vara av klass C2. Bevisa att rot(grad f) = 0. (3p)

(b) Beriikna kurvintegralen av u = (2xy?, 222y, 2'°) lings med den cirkel i planet 2021z — 2022y +
2023z = 1 som har mittpunkt i (0,1, 1) och radie 13. (2p)

Losningsforslag:
(a) Se kursboken av Persson-Bdiers, Analys i flera variabler, kapitel 10.

(b) En rikning ger vid handen att det givna vektorfiltet har en potential given av

1
Ulz,y,2) = 2%y* + ﬁzn.

Fran (a) far vi att rotu = 0. Den givna cirkeln i planet 2021z — 2022y + 2023z = 1 begransar ett slitt
ytstycke i form av en cirkelskiva i rummet. Vi tillimpar Stokes sats pd denna konfiguration och far att

den sokta kurvintegralen
/ u'dr:// rotu-dS = 0.
cirkel cirkelskiva

. (a) (Teoriuppgift) Ar funktionen f(z) = e*+32%+22%+ 2+ 1 analytisk i méngden {z € C: |z| < 2}?
Ar funktionen g(z) = 1/(2% — 22 — 162 + 16) analytisk i samma mingd? Motivera dina svar! (1p).

(b) Beridkna kurvintegralen

/ez+3z3+222+z+1

5 23 =22 162+ 16

déir v = {z € C: |z| = 2} &r orienterad medurs. (2p)

(c¢) (Teoriuppgift) Ange samtliga satser du har anvént for att 16sa (b). (1p)
Losningsforslag:

(a) Vi vet fran kursen att e* samt varje polynom i variabeln z dr analytiska i hela C. Déarmed dr f
analytisk i hela kompleza talplanet, och speciellt i cirkelskivan {|z| < %}

Vidare vet vi att en rationell funktion av z dr analytisk i varje éppen mdngd som inte innehdller dess
poler, det vill siga punkter dir ndmnarpolynomet dr lika med 0. Vi har i detta fall att

q(z) = 2% — 2% — 162 + 16

uppfyller q(1) = 0 vilket betyder att g ej ar analytisk i {|z| < g}

(b) Vi har q(z) = (z — 1)(z + 4)(z — 4), vilket ger vid handen att z = 1 dr en enda polen till q inuti
{|z| < 2}. Vi kan siledes betrakta den analytiska funktionen

e +323 42224241
22 —16

9(z) =

och berdkna

dz = —2mig(1)

/ez—|—3z3+222+z+1d /g(z)
z =
5 23 —22-162+16 421



ddr vi tagit hansyn till den givna orienteringen. Slutligen fas

e+3+2+1+1  e+7

1 =
9(1) 1—-16 15

(c) I (a) anvinde vi att att summan av analytiska funktioner ar analytisk, samt att en kvot med
analytiska funktioner ar analytisk ddr namnaren dr skild ifran 0.

I (b) anvinde vi faktorsatsen for komplexa polynom, faktumet att g ar analytisk, samt Cauchys inte-
gralformel i punkten z = 1.
. Lat {frx}72, vara en foljd av reellvirda kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, 1].

(a) (Teoriuppgift) Definiera vad som menas med att {f;} konvergerar punktvis till en funktion f.
Definiera vad som menas med att {fj} konvergerar likformigt till en funktion f. (1p)

(b) Teoriuppgift) Visa att om {fx} konvergerar likformigt mot f, sd dr f en kontinuerlig funktion pa
(0,1]. (3p)

(c) (Teoriuppgift) Konvergerar den specifika foljden fi(z) = 1_&—; likformigt pa [0,1]? (1p)
Losningsforslag:

(a) Se kompletteringskompendiet till kursen, sidan 12, for definitioner.

(b) Se Sats 6.2 i kompletteringskompendiet for ett bevis.

(¢) Observera att fr(z) for fixt k dr definierad for varje x € [0,1]. Vi har dock limy, f(z) = oo for varje
fixt x, vilket betyder att fi inte konvergerar punktuvis till en reellvird funktion. Ddrmed konvergerar inte
heller foljden likformigt.

. Anvind metoden med potensserier for att 16sa differentialekvationen
(z—1)y'(z) +2y(z) =0, y(0)=2.

Ange 16sningen péa sluten form, det vill sdga, berdkna potensseriens summa.

(Obs: Du skall visa att du behdrskar just denna metod: andra sdtt att losa differentialekvationen ger ej
full poing.)
Losningsforslag:

Lét oss gora en ansats y(x) = Z,?;O apz® dir denna potensserierepresentation antas konvergera i
ndgon omgivning av origo, dar vi har fatt ett begynnelsevillkor givet.

Vi far efter termuis derivering
o0
y'(z) = Zkakxk_l
k=1
samt

zy' (z) = Z kajx®.
k=1

Insdttning i differentialekvationen ger

oo o0 o0
Z kakxk — Z kzakmk_l + Z 2akgc’C =0,
k=1 k=1 k=0

eller omskrivet -
200 — ar + Y _[(2+ k)ar — (k + Dag]2" =0.
k=1
En konvergent potensserie dr lika med 0 precis ndr dess koefficienter alla dr lika med 0. Detta ger oss

nu
a1 = 2&0



24k

T+ k™

Ap+1 =

Vi har givet att ag = y(0) = 2, och vi ser genom induktion att axy+1 = ao(k+ 1) =2(k +1).
Vi har alltsd

oo

y(@) =23 (k+ 1),

k=0

och serien i hogerledet kan, med hjilp av derivering av 1/(1 —x) och denna funktions Taylorutveckling,
inses vara Taylorutvecklingen av y(z) = 2/(1 — x)?2, vilken dr konvergent fir |x| < 1.

Skrivningen berdknas vara rattad onsdagen 31 maj 2023. Se kurshemsidan for information om aterlimning.



