MATEMATISKA INSTITUTIONEN

STOCKHOLMS UNIVERSITET Tentamensskrivning i
Avd. Matematik Algebra, Matematik I, 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask den 12 juni 2023

Forelasare: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. Betygsgranser:

Max 30p|B 24p|D 18p
A 27p|C 21p|E 15p

Koordinater forutsatts vara givna med avseende pa en hogerorienterad ON-bas.

1. (a) Berdkna 23 + 2% 4+ 2% + -+ + 2% for 2 = 2i. Svara pa formen a + ib.
(b) Bestém resten da polynomet 27 + 2° + z + 4 delas med z + 1.
(c) Visa att (P = @)V (Q = P) ér en tautologi (dvs. alltid sann).
Lisning. (a) Vihar att 23+ 24+ 25+ + 28 =231+ 22 + -+ + 25), som
med formeln for geometrisk summa blir 23(2% — 1)/(z — 1). Insittning
med z = 2¢ ger nu

641 65 65  8-65(2—1i)
()51 =¥ Haioy 2+ 5
Detta forenklas vidare till 8 - 13(2 — i) = 208 — 1044.
(b) Vi har att 27 + 2% + x + 4 = k(z)(z + 1) + r, s& sitter vi in v = —1 fis
resten. Nu, x = —1 instatt i 27 + 2% + 2 + 4 blir 3.

(c) Vi gor en sanningstabell:

P Q P=Q Q=P (P= Q)V(Q = P)
F F S S S
F S S F S
S F F S S
S S S S S

Fran sista kolonnen ser vi att uttrycket alltid ar sant oavsett virdena pa

P och Q.

2. Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen (25 — 64)(z% + 522 + 6) = 0, dar
z € C. Alla rotter ska anges pa rektangulér form.

Lésning. Vi maste 16sa 2% — 64 = 0 och 2% + 522 + 6 = 0 separat. Den forsta
ekvationen skrivs om som 2% = 2%, s4 om z = re? maste vi ha att r = 2 och
60 = 2nk for k € Z. Detta ger att 0 € {0, e %”,W, 4{, 5{}, och

21 =2, 29 =1+4iV3, z3=—14iV3, 24 = -2, 25 = —1—iV3, 26 = 1 —iV/3.

For den andra ekvationen sitter vi z2 = t och 1éser t*> + 5t + 6 = 0. Denna
loses av t = —2 samt t = —3. Detta leder till de fyra ytterligare rotterna
2 = +i/2 samt z = +i/3.



3. En talfoljd definieras av a; = 5 och a, = 2a,,_1 — 3 for n > 2.

(a) Berdkna ay och ag.
(b) Visa med hjalp av induktion att a, = 2" 4 3 for alla n > 1.
Liosning. (a) aa=2-5—3=Tocha3=2-7—3=11.

(b) Basfallet ar n = 1, och vi ser att 2! + 3 = 5 = a4, s& den slutna for-
meln géaller for n = 1. Antag nu att a,, = 2" + 3 f6r nagot fixt n > 1.
Rekursionen sédger att

any1 = 2a, — 3 = enl. antagande = 2(2" + 3) — 3 = ontl 4 3.

Det vill siga, a,.1 = 2" + 3 s den slutna formeln giller d& dven
for nastfoljande véirde. Basfallet samt induktionsprincipen medfor da att
formeln géller for alla heltal n > 1.

. For varje a € R, 16s foljande ekvationssystem:

2r+y+z =1
r—2y+2z =1
r+8y—4z =a.

Lésning. Systemet skrivs om pa matrisform och vi Gauss-eliminerar med
hjalp av mittenraden:

2 1 1]1 0 5 -3 -1 1 -2 2 1
1 -2 2|1 |~(1 =2 2 1] ~10 5 =3 -1
1 8 —4ja 0 10 —6|a—-1 0 10 —6|a—-1

Den andra raden anvands nu for ytterligare eliminering i tredje raden:
1 -2 2 1

0 5 -3 -1
0 0 Ojla+1

Vi ser att om a # —1 sa saknas losningar. Om a = —1, far vi systemet
41 3
0 1 —5|-3 01 5[5
Losningarna ges nu pa parameterform:
3 4 1 3
) =(2 —t=,—=+t2.t), teR
(#.9,2) (5 575’5 )

(5p)



5. I triangeln med hornen A, B och C sitts P pa mittpunkten for sidan BC
och ) pa mittpunkten for sidan AC. Lat déarefter M beteckna mittpunken
pa PQ. Linjerna AP och BM skér i en punkt S. Vektorerna u = ﬁ och

v = AC' utgor en bas for planet.

—
(a) Utryck vektorn BM som en linjarkombination av u och v.

(b) Utryck vektorn A3 som en linjairkombination av u och v.
Lésning. Vi ritar upp figuren:

C

A

Vi har att @ = %v, @ =v—u,si ﬁ = —%u + %V. Vidare,

1 1 1 1
EZ§E+§ﬁ:§u+§v
— 1 1 1 1/1 1 1 1
AM = ~AQ + -AP = - ( ): i,
26+2 4v+2 2u+2V 4u—|—2v
Vi har nu att T 5 ]
BM:BA+AM:—Zu+§V.

Vi kan nu uttrycka ﬁ som

ﬁ:s-ﬁ:/@—kt-m

s +s 3t +t
=-u+-v=u——u-+ -v.
2 2 4 2

D& u och v éar linjart oberoende far vi ekvationssystemet

|

Alltsi galler AS = 4P = 2u + 2v.

alg

2s =4-3s )

Ol =

{s =t 4

Nn N®»



6. Lat T : R® — R3 vara den linjira avbildning som projicerar en vektor i R?
vinkelrdatt pa vektorn (2,2, 1).

(a) Bestdm avbildningsmatrisen for 7" i standardbasen.

(b)
()

Vektorerna f; = %(2, 2,1), fy = %(2, —1,-2), f3 = %(—1, 2, —2) utgor en
bas for R?. Bestdm avbildningsmatrisen A f6r T i basen (fi, o, f3).

Lat u och v vara tva linjart oberoende vektorer i R?2. Om L : R? — R?
ar en linjar avbildning som uppfyller att L(u) = u och L(v) = 0, maste
L vara en vinkelrdt projektion pa u? Motivera ditt svar!

Lésning. (a) Formeln for vinkelrdt projektion av v pa en vektor u ges av

Vu u.

e

Vi sitter in u = (2,2,1) och v de tre vektorerna som utgor standardba-
sen. Detta ger att

T(e1) = 2(2,2,1), T(e) =2(2,2,1), Tf(es) =5(2,2,1),

och avbildningsmatrisen blir

| =
DO
[NCRETENEN
NN

Vektorn f; ar parallell med (2,2,1) och avbildas pa sig sjalv. De tva
andra vektorerna ar vinkelrata med (2,2, 1) och avbildas pa nollvektorn.
Avbildningsmatrisen blir da

o O =
o OO
o OO

Om vi tar (som exempel) u = (1,0) och v = (1,1) sa har vi ju att
L(u) =u och L(v) = 0. Men,

L((0,1)) = L(v—u) = L(v) — L(u) = —u.

A andra sidan ar (0, 1) vinkelrit mot u och borde avbildas pa nollvektorn
om L vore en vinkelrit projektion pa u. Alltsa ar L inte en vinkelrat
projektion.



