ANALYTISKA FUNKTIONER, LIKFORMIG KONVERGENS OCH
POTENSSERIER

ANDRZEJ SZULKIN & MARTIN TAMM

1. INLEDNING

Detta kompendium innehaller material som kompletterar kursboken Persson&Bdiers,
del 2. De inledande fem avsnitten handlar om analytiska funktioner, dér vi i forsta hand
tar upp sadana foreteelser som ligger néra vektoranalysen. Som tillampningar visar vi
hur olika generaliserade integraler kan beraknas och ger ett elementart bevis av algebrans
fundamentalsats.

I de dérefter foljande tva avsnitten 6 och 7 definierar vi begreppet likformig konvergens
for funktionsféljder och funktionsserier. Vi visar bl a att gréansvirdet av en likformigt
konvergent foljd av kontinuerliga funktioner alltid ar kontinuerlig och att gransvardet av
integralerna av en likformig konvergent foljd &r lika med integralen av gransvérdet.

Som en intressant tillampning studerar vi i avsnitt 8 potensserier, och i avsnitt 9 visar
vi sedan att teorin for dessa pa ett mycket naturligt sitt hdnger samman med teorin for
analytiska funktioner. Som en avslutande tillampning ger vi i avsnitt 10 ett exempel pa
hur potensserier kan anvandas for att 16sa differentialekvationer som vi inte kan l6sa pa
annat satt. I avsnitt 11 finns 6vningar till materialet.

2. KOMPLEXA KURVINTEGRALER

Vi har tidigare studerat vektoranalys i planet relativt utforligt. Ett av de viktigaste
resultaten &ar att en kurvintegral

/ Pdx + Qdy

.

ar oberoende av vagen i ett enkelt sammanhédngande omrade om och endast om villkoret
0Q 0P

2.1 o

(2.1) ox oy

ar uppfyllt. Vi kan ocksa siga att villkoret (2.1) garanterar att integrationen ar oberoende
av vagen mellan tva punkter sa lange vi bara gor kontinuerliga deformationer av kurvan
inom omradet.

Vi ska nu utvidga detta till komplexvarda funktioner. Detta visar sig fa hipnads-
vickande konsekvenser. Komplexa funktioner for vilka integrationen ar oberoende av
végen i enkelt sammanhéngande omraden kan tillampas langt utanfor vektoranalysen i
vitt skilda delar av bade ren och tillampad matematik. Teorin blir mest naturlig om vi
inte bara later P och @ vara komplexvirda, utan dven byter ut R2 mot C. For punkter
i det komplexa planet kommer vi omvéaxlande att anvanda koordinaterna z = x + iy och

(x,y) (ibland &ven polira koordinater z = re®).
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Definition 2.1. Lat v : z(t) = x(t) + iy(t),« <t < 3, vara en orienterad deriverbar kurva
i det komplexa planet, och lat f(z) = u(z) + iv(2), dér u(z),v(z) ar reellviarda, vara en
(komplexvérd) funktion. Vi definierar da

B8 B8
2)dz = z d(z = z 2 (t) dt.
L 1(2) / F(2(1)d(=(1)) / F(2(0)/(t) dt

Vi noterar ocksa att den komplexa definitionen kan aterféras pa den reella genom att vi
satter dz = dx+idy, och utfor multiplikationen (u+iv)(dz+idy) = udx—vdy+i(vdz+udy),
vilket leder till den alternativa formuleringen

(2.2) /f(z) dz = /udx —vdy +1 / vdz + udy.
2l v v

Léasaren kan latt overtyga sig om att de tva synsétten ar ekvivalenta genom att aterfora

integralerna ovan pa vanliga integraler genom parametriseringen av kurva.

I manga tillimpningar ar det naturligt att utvidga definitionen av kurvintegral till
kurvor med “hérn”, det vill siga dir kurvan dr en #ndlig union av C'-kurvor. Denna
generalisering ar i stort sett helt oproblematisk och vi kommer att anvidnda den utan
vidare kommentarer.

dz
z—a
a, och som &r orienterad moturs.

Exempel 2.1. Bestim / dér v ar en cirkel i C med radie R och centrum i punkten
v

Vi kan parametrisera kurvan som v : z = a + Re'’, 0 < t < 2. Integralen blir da

d 2 d it 27 - it dt 27
/ z _/ Aat Re) [ Rie _/ i dt = 2mi.
¥ 0 0

z—a a+ Rett —a Jy,  Re®

3. ANALYTISKA FUNKTIONER

0
Vad ar d& motsvarigheten till villkoret 9Q = — {Or att integration ska vara oberoende
x

av vigen for komplexa kurvintegraler i enkelt sammanhingande omraden? Enligt defini-
tionen maste bade real- och imaginérdel i (2.2) vara oberoende av vigen, och bada maste
darfor uppfylla villkoret (2.1), vilket ger foljande ekvationer:

Cauchy-Riemanns ekvationer:
ou_ov ou_ ov
ox Oy’ oy Oz’
Definition 3.1. Lat f(z) = u(z,y) + iv(x,y), dér v och v ar reellvirda. Funktionen f
kallas analytisk i en 6ppen mingd Q C C om u,v ér av klass C! (som funktioner av tva

variabler, x och y) och uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer i .

Exempel 3.1. Funktionen f(z) = e* &r ett exempel pa en analytisk funktion: enligt
definitionen av den komplexa exponentialfunktionen géller att u(x,y) = Re f(z) = e® cosy
och v(z,y) = Im f(z) = e®siny, och vi verifierar latt att

%—e”"cos —@ @——exsin ——@
or y_ay’ oy Y= "o
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P4 liknande sétt inses att cosz = (e + e%%) och sinz = % (e** — e~%) &r analytiska. I

sjalva verket visar sig de flesta av vara vilbekanta funktioner fran envariabelanalysen vara
restriktioner till R av analytiska funktioner.

Aven komplexa polynom #r analytiska, och komplexa rationella funktioner (kvoter av
polynom) &r analytiska 6verallt ddr ndmnarna ar skilda fran noll.

En tumregel ar att funktioner som &ar naturliga funktioner av z ar analytiska, medan
sidana som #dven innehaller Z (t ex f(z) = |z| (= (22)"/2) och f(2) = Rez (= 3(z + 2))),
normalt inte &r det.

Foljande sats ger en annan tolkning av begreppet analytisk:

Sats 3.1. Lat f vara en funktion sadan att dess realdel u och imagindrdel v ar av klass
Cl (som funktioner av tvd variabler, x och y). Gréinsvirdet
: +A4z) - f(2)
/ — 1 f(z
fle)=lm =%,
existerar om och endast om real- och imagindrdelarna w och v till f uppfyller Cauchy-

Riemanns ekvationer.

Anmaéirkning 3.1. Observera att det framgar av beviset nedan att om u, v tillhoér klass
C' och f ar analytisk, sa foljer dven att

[z 4+ A2) = [(2) = F()Az + |Az]o(A2),
dér p(Az) — 0 da Az — 0, dvs att f dr komplext differentierbar.

Analytisk betyder alltsa komplext deriverbar. Det ar inte svart att se att de vanliga
deriveringsreglerna (t ex produktregeln och kedjeregeln) géller for komplex derivation,
och de reella bevisen kan 6verforas ord for ord. For vanliga funktioner géller ocksa att
derivatorna ges av de vanliga vilkénda formlerna, t ex D(2") = nz""! och D(sin z) = cos z.

Men det ar viktigt att observera att komplex deriverbarhet ar ett mycket starkare krav
an vanlig reell partiell deriverbarhet, eftersom gréansvérdet i sats 3.1 maste existera langs
alla riktningar genom punkten z.

Bevis for satsen. Vi visar forst att om gransvardet existerar, sd uppfyller u och v
Cauchy-Riemanns ekvationer. Argumentet bygger just pa att vi jamfor derivatorna langs
de reella och imaginara riktningarna:

I. Az =Az eR.
f(@o+ Az, y0) — f(wo,90) _
Ax
_ ulwo + Az,yo) + wlwo + Az, yo) — ulro, yo) — iv(zo,y0) _
Ax
_u(wg + Az, y0) — u(wo,90) | .v(zo + Az, y0) — v(0, o)
= +1
Az Ax
ou Ov ..
— %({Iio,yo) + z%(wo,yo) nar Az — 0.

. Az — iAy € iR.
f(@o, yo + Ay) — f(x0,30) _
1Ay
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u(zo, yo + Ay) + iv(xo, yo + Ay) — u(xo, yo) — tv(xo, Yo)

1Ay
v(wo, yo + Ay) — v(wo,y0) | 1u(zo,yo + Ay) — u(wo, yo)
+ -
Ay { Ay
ov ou

%Fy(xo,yg)—iafy(xo,yo) nar Ay — 0.

Om f ar komplext deriverbar sa maste gransvirdena i I och II vara lika. Om vi jAmfor
real- och imagindrdelar separat sa erhaller vi just Cauchy-Riemanns ekvationer!

Eftersom vi har forutsatt klass C! sa foljer den andra riktningen litt av att u och v &ir
differentierbara. Vi far att

flz+Az) = f(2) =
u(z + Ax,y + Ay) +iv(z + Az, y + Ay) — u(z,y) —iv(z,y) =

(auA:B + auAy) +1 <8UA:E + (%Ay> +|Az|p(Az) =

oz dy Oz dy
ou v [ Ov ou
<&CA$ — MAy) +1 (%Aw + (%“Ay> + |Az|p(Az) =
%—l-'% (Az + iAy) + |Az|p(Az)
. x4+ 1Ay z|p(Az),

dar vi i néast sista steget anvint Cauchy-Riemanns ekvationer. Om vi dividerar med
Az = Az 4+ iAy och later Az — 0, sa foljer det att

. flz+Az)— f(2) ) ou  Ov  |Az|p(Az) ou  Ov

/ = 1 = 1 —_— —_— B —— = — —_—

1) A0 Az Ar5o0 \ Oz * O + Az oz oz
eftersom ‘ﬁj‘ ar begransat (har absolutbelopp 1) och p(Az) — 0 da Az — 0. Alltsa ar
f(2) komplext deriverbar. O

Vi har alltsa sett att villkoret att integralen ska vara oberoende av vigen i enkelt
sammanhangande omraden &r ekvivalent med att funktionen uppfyller Cauchy-Riemanns
ekvationer. Det faktum att integration &r oberoende av vagen for analytiska funktioner
brukar sammanfattas som

Sats 3.2 (Cauchys sats). Ldt I' vara en sluten styckvis deriverbar kurva i ett enkelt sam-
manhdngande omrade 2 C C, och antag att f(z) ar analytisk i Q. Da galler att

/Ff(z) dz = 0.

Foljdsats 3.1. Slutsatsen gdller dGven om D C § dr en kompakt mdngd, f(z) dr analytisk
i Q och randen I" till D bestar av dndligt manga kurvor som alla dar positivt (eller alla
ar negativt) orienterade med avseende pa D (hdr behéver varken D eller Q0 vara enkelt
sammanhdngande).

Detta foljer ur Greens formel tillimpad pa (2.2).
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4. CAUCHYS INTEGRALFORMEL

Integration av analytiska funktioner langs kurvor i det komplexa planet fungerar i manga
avseenden bade som integration av konservativa vektorfalt i vektoranalysen och som vanlig
reell integration. Om vi t ex ska berékna integralen av f(z) lings kurvan I' fran punkten
a till b och har tillgang till en primitiv funktion (potential) F'(z) sa att F'(z) = f(2), sa
galler huvudsatsen:

b
(4.1) / F(z)dz = F(b) — F(a)

(visa detta som 6vning). Andra integreringsregler géller ocksa med vissa modifikationer.
T ex har vi foljande variant av partialintegration:

(4.2) / F(2)a(z) dz = [F(2)g(:)

Speciellt géller i fallet med en sluten kurva att

(43) |G iz == [ PG ae

eftersom den forsta termen i (4.2) forsvinner.

b

- / bF(z)g/(z) dz.

a

Det ar dock viktigt att komma ihag att det, precis som i vektoranalysen, inte alls ar
sikert att det finns nagon primitiv funktion (potential) i omraden som inte &r enkelt
sammanhéngande, trots att villkoret (2.1) kan vara uppfyllt.

I fortsattningen kommer vi att behova foljande variant av triangelolikheten for inte-
graler:

Lemma 4.1. Lat T : 2(t) = x(t) +iy(t),a <t < 8, vara en orienterad kurva i C, och lat

f(2) vara en kontinuerlig funktion lings I'. Da galler olikheten

B
2)ds| < / () (1) db.

Bevis. Detta #r en direkt tillimpning av den vanliga triangelolikheten for integraler!:

/Ff(z)dz = dt’ S/j|f(z(t))z’(t)\dt.

Sats 4.1 (Cauchys integralformel). Lat T' vara den positivt orienterade randen till det

dppna enkelt sammanhdngande omradet D. Om f(z) dr analytisk i en omgivning till
DUT sa galler for varje z € D:

f(Q)d¢

%FC_Z'

fz) =

Den komplexa versionen av triangelolikheten for integraler &r inte helt trivial men kan visas pa foljande

b
satt. Vi kan anta att / g(t) dt # 0 och sitta 6 = Arg / g(t) dt. Da galler att

a

/GZ(t)dt':e*iHL;(t)dt:Re (/a —iy dt) /Re ~iyg dt </a

Ténk igenom noga varfor varje steg géller.

Re dt</|g )| dt.
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Denna formel ar mycket anvandbar och bevis-idén ar samtidigt mycket enkel.

Bevis. Enligt foljdsats 3.1 kan I erséttas med en liten cirkel I'; runt z, utan att &ndra inte-
gralens vérde (eftersom fpirg =0). Om f ar analytisk (och dédrmed komplext deriverbar)

s har vi
7z) = i L9=1E)
och darfor ar
B = 0= 1)

(—z
en begransad funktion i en omgivning av z. Detta ger
1/ f(C)dC_l/ f(Q)d¢ _ 1/ (f(z) + (€ = 2)B(())d¢ _
o2mi Jp (—2z  2mi r. C—z 2miJp (—=z N
f(Z)/ ¢ 1 B(O)dc.
r

2mi Jp. (—2z  2mi Jp,

Den forsta integralen i andra raden ovan ar lika med f(z) (oberoende av ¢) enligt exempel
2.1. Eftersom dven den andra integralen dr oberoende av ¢ (tank efter varfor), kan vi lata
£ — 0 och vi far (med parametriseringen ¢ = z + ee’f)

1
21

1 2m )
/ B(() dg" < 27r/ e|B(z +ee™)|dt <eM — 0,
E 0

enligt Lemma 4.1, dar M &r storsta viardet av B 6ver nagon liten cirkelskiva som innehaller
I'. for alla sma . Sa
1 fQdC

2mi Jr (—z

= f(2),
vilket vi skulle visa. O

Observera att integralformeln visar att virdet av f(z) i en godtycklig punkt z innanfor
kurvan ar helt och hallet bestdmt av f:s varden pa sjalva kurvan. Att en funktion ar
analytisk ar tydligen en mycket speciell egenskap.

Ibland &ar det mer praktiskt att ha z som integrationsvariabel. Byter vi plats mellan z
och ¢ i Cauchys integralformel, far vi

€)= 5 [ 12T
v

Exempel 4.1. Berdkna kurvintegralen

53
[
r(z—=3)(z*+1)
dér T" &r cirkeln |z| = 2 med orientering moturs.
Integranden ar analytisk 6verallt innanfér kurvan utom i punkterna +4. Vi kan darfor,
pa samma sétt som i beviset for Cauchys integralformel, anvénda foljdsats 3.1 for att
ersitta I' med tva cirklar T’y och I'y som genomléps i positiv led och som bada har radie

p, och centrum i i respektive —i, dar p ar ett godtyckligt tal som uppfyller 0 < p < 1 (se
figur 1).
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I
3
-
Iz
FiGur 1
3
Vi ser nu enligt Cauchys integralformel, med f(z) = m, att
23 f(z)dz T
———dz = =2mif(1) = —(—1+ 37).
/F1 =3)(2+1)"  Jr, z—i mif(i) = 751 +30)
3

Pa samma satt far vi, med g(z) =

(z=3)(z =)’

2 B g(z)dz . ‘
f et = J, ST~ = o+,

Detta ger nu att

/ngz:/ z3dz—|—/ Ldz:
r(z=3)(z2+1) r, (z—=3)(22+1) r, (z—=3)(22+1)

s s 3

10 10 5

Anmarkning 4.1. Integralen i det foregaende exemplet ar hamtat fran en omfattande

(—14+30)+ —(1+3i) =

teori som kallas residy-kalkyl. Grundidén i denna &r att véardet av en integral Gver en
sluten kurva helt och héllet bestdms av hur funktionen beter sig i de punkter innanfor
kurvan dar den inte ar analytisk. Om vi i en sddan punkt zy innanfér kurvan kan skriva

f2) = —2 1 g(2),

zZ — 20

dar g(z) ar begransad i en omgivning till zy, sa kallas talet A for f:s residy i zg, och
betecknas ofta med Res(f, z9). Var tidigare anvéindning av Cauchys integralformel kan nu
sammanfattas i formeln

/Ff(z) dz = QWiZRes(f, Zk),

dir summan tas 6ver de (&dndligt manga) punkter innanfor I' dér f inte dr analytisk.

Denna formel kan &ven generaliseras till situationer dar funktionen kan ha ett mer
komplicerat beteende &n ovan, men for en systematisk genomgang av denna teori hénvisas
till hogre kurser eller specialiserad litteratur.
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F
Cg

_H IH H

Ficur 2

5. TILLAMPNINGAR AV KOMPLEXA INTEGRALER

Det visar sig att analytiska funktioner, kombinerade med idéer fran den vanliga vektor-
analysen, kan ge en effektiv metod att rakna ut generaliserade integraler som &ar svara att
berdkna pa annat sitt.

Exempel 5.1. Berdkna den generaliserade integralen

00 00 ix
I—/ Cosidm—/ £ dr.
oo 1+ 2 oo L+

(Den sista likheten beror pa att imaginédrdelen
o s
/ sin £U2 do — 0
oo 1+

I stéllet for att angripa den reella integralen direkt, integrerar vi den analytiska funk-
tionen f(z) = /(1 + 22) 6ver g = [RUCg diir Ig = [-R, R}, R > 1, och Cr = {z :
z = Re™ 0 <t < 7}, med orientering i positiv led (se figur 2).

12

av symmetriskal.)

pa Cg (som foljer

Fran lemma 4.1 tillsammans med observationen

< 1
-~ R*-1

+ 22
av den omvénda triangelolikheten), ser vi nu att

et? T 1 TR
dz| < | ——— Rdt = —"_ 0
/CR1+Z2 Z’—/O R 1 R? 1

niar R — oco. Samtidigt géller, enligt av vad vi vet om absolutkonvergenta generaliserade

(5.1)

integraler att

iz R .
(5.2) / = dz :/ O e 1
IR1+Z 7R1+1"

niar R — oo. (5.1) och (5.2) ger tillsammans att

12
I = lim S

R—o0 I'r 1+22
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‘ p—
':_ R, ‘l"llﬁ,] ].—'2 - [R. 1'|-J.|TIH|
]-_.H.- :
f
r:.’: ]-_-I
T5
— R Iy f-‘\ Ty R

> —€ T £ >

FiGur 3

Men integralen 6ver I'p kan dven berdknas genom att anvdnda Cauchys integralformel
bakldnges. Funktionen &r analytisk innanfor I'g utom i punkten 4, och vi far

/ ed'z:/ € ﬁ: f(z>dlz:2mf(i),
rpl+z rp 2+t z2—1 rp 21

12

dar f(z) = s Vi ser nu ocksa att integralen ovan i sjalva verket &r oberoende av R,
z+1i
e L el o
och att darfor I = 2mif(i) = 2772? =—.
i e

Exempel 5.2. Vi kan nu dven berdkna den generaliserade integralen

0o -
SN x
dzx,
0 x

I:/"O sin:z:le:Q/oosinxdx‘
— 0 xr 0 xr

Metoden ar aterigen att i stéllet betrakta en komplex kurvintegral:

eller alternativt

e’LZ

J = —dz,

FR,E z

dar I'g . nu valjs som i figur 3. Har ar integranden analytisk innanfor kurvan, sa enligt
sats 3.2 blir J =0 for alla R > ¢ > 0, dvs

(53) Lol ol of o] ] =0

Vi visar forst med hjalp av lemma 4.1 att integralerna 6ver I'y, I's och I's gar mot noll da
R — oco:

eiz VR 1 1

—dz| < —dt=——0 da R— oo,

r, # _0 R \/E

dir vi anvint att |e”*| < 1 och |z| > R pa I'y. Pa liknande siitt fas

eiz \/El 1
—dz S/ —dt=——0 da R — oo.
s # 0 R VR



10 ANDRZEJ SZULKIN & MARTIN TAMM
For I'y anviinder vi i stillet att [e] = |e Y| = e VR och |z| > V/R dir, vilket ger
etz R ,—VR
/dz</ dt =2VRe VP 50 da R — oo,
r, #

~J-r VR
Nasta observation ar att

iz iz —€ iz R _ix 00 o
e—dz—i— edz—/ edx—i—/ edx—m'/ Smxdx,
xr
€

ry < I'g < -R T —00

da R — o0o,e — 0". Detta beror pa att

—& R
/ cosa:dx+/ cosxdx:()’
_R X c X

pa grund av symmetriskél, trots att integralen

o0
cos T
/ dx
o X
ar divergent.

Om vi dérfor later e — 07, R — oo i (5.3), sa ser att det enda som blir kvar ar

00 3 %1

(5.4) z/ T e+ lim [ S dz=o.

—o0 T e—0+ rs #

Som i beviset for Cauchys integralformel kan vi nu berdkna den sista integralen. Ob-

servera att parametrisering nedan gar at motsatt hall mot I's i figuren, vilket ger ett extra

minustecken.
iz — it T o) )
Cdr= [ dz _ =¢ it } = —/ ;t(g) ice'dt = —im + O(e) — —iT.
rs 2 z = deedt 0 cel

Om vi jamfor detta med (5.4) sa kan vi nu ldsa av att

[o@) :
sin x
/ dr = .
oo T

Notera att ovanstaende resonemang inte bara raknar ut integralen utan dven ger ett bevis

for att den faktiskt ar konvergent (jamfor med motsvarande resonemang i kompendiet om
serier och generaliserade integraler).

Som avslutning pa detta avsnitt visar vi &ven en av matematikens viktigaste satser som
vi har anvint manga ganger tidigare, men som vi inte har kunnat visa forran nu.

Sats 5.1 (Algebrans fundamentalsats). Varje komplext polynom av grad > 1 har ett kom-
plext nollstdlle.

Bevis. Det ricker att betrakta ett polynom p(z) = 2" + An_12" 1+ ...+ a1z +ag och vi
kan anta att ag # 0 (annars ar ju z = 0 ett nollstélle). Vi antar att p(z) saknar nollstéllen
och ska visa att detta leder till en motsagelse.
Om p(z) saknar nollstéllen sa ar g(z) = 1/p(z) analytisk i hela C. Cauchys integral-
formel, tillimpad pa en cirkel Cr med radie R och centrum i origo, ger da att
1 1 9(2)
(5.5) O#CLO:g(O):m/Cdez.

Men med hjilp av Lemma 4.1 ska vi nu visa att hogerledet gar mot 0 nar R — oc.
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Vi observerar {orst att

1 1
1 +a027

1
p(z) =2" 1+an,1;+...—|—a1

~~

—0 nér |z|—o0

2=

Gréansvardesdefinitionen ger att vi kan finna Ry sa att

1

— < -
+ ap | =9
Det foljer att det for [2| > Ry géller att [p(z)| > 1[2"|, vilket i sin tur ger att |g(2)| < 2|z| 7"
For R > Ry foljer nu fran Lemma 4.1 att

1

|Z’ ZRQ —

1
ap—1—+...+ a1
P

zn—l

1 1 2w R it ) 1 2 9 9
/ Mdz S/ 9( e.t)z'Re’t dtﬁ/ —dt = — — 0 nir R — oo.

21 Jop, % 2m Jo Re? 2 Jo R R
Detta motséger (5.5), vilket visar satsen. (]

6. LIKFORMIG KONVERGENS AV FUNKTIONSFOLJDER

I tidigare analyskurser har talfoljder och talserier behandlats. I stéllet for en talfoljd
(ar)72, kan man betrakta en funktionsfoljd (fi(x))32, och likasa kan man, i stéllet for en

o0 o0
talserie Z ay, betrakta en funktionsserie Z frx(z). Har kan fi antingen vara reellviarda

k=1 k=1
funktioner av en reell variabel eller analytiska funktioner av en komplex variabel. Vi antar

tills vidare att fj ar reellvirda och definierade pa ett intervall I, andligt eller odndligt.
Antag att det for varje x € I existerar ett gransvarde f(z) = klim fr(x). T sa fall far
—00

vi en gransfunktion f(x). Vad kan man da siga om f? Om fj dr kontinuerliga, kan man
forvanta sig att f ar kontinuerlig? Om f; ar integrerbara 6ver I, kan man forvanta sig att

(6.1) lim /1 fuolz) dz = /I lim fi () do = /1 f(z) da?

k—o0

Exempel 6.1. Lat fi(x) = arctan(kz) och lat k& — oco. For x = 0 ar grénsvérdet 0
(eftersom f,(0) = 0), for varje z > 0 &r gransvardet 7/2 (eftersom kx — oo) och for varje
x < 0 &r gransvéirdet —m/2. Sa gransfunktionen &r

/2 dax >0

fly=¢ —m/2 daz<0
0 da x =0.
Uppenbarligen dr f diskontinuerlig.
1
Exempel 6.2. Lat gi(z) = TR Fixerar man ett = och later k — oo, ar det

uppenbart att gx(x) — 0, dvs. g(x) = 0. Héar &r alltsa g kontinuerlig. Déremot géller inte
(6.1), for

/_oog’“(x) v /_001+(a;—k)2 v=lo vl /_001+y2 y=m

o0 o
/ g(a:)dx:/ Odx = 0.

medan
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Exempel 6.3. Om hy(z) sa ar det latt att se att h(z) = 0, dvs. h ar

" k(1 + 22)
kontinuerlig, och att (6.1) géller.

Vi definierar nu begreppet likformig konvergens och visar att under lampliga forut-
sattningar kan inte situationen i exemplen 6.1 och 6.2 uppsta for likformigt konvergenta
foljder.

Definition 6.1. Betrakta en funktionsfoljd (fx(z))32,, z € 1.
(i) Foljden konvergerar mot gransfunktionen f punktvis i intervallet I om klim fr(x) =
— 00

f(x) for alla = € I.

(ii) Lat My = sup |frx(z) — f(z)|. Foljden konvergerar likformigt mot f i intervallet I om
zel
M;, — 0da k — oo.

Anmairkning 6.1. Definition 6.1 kan omformuleras pa foljande sétt:
(i) Foljden (fr)32, konvergerar mot f punktvis i intervallet I om det till varje € > 0 och
varje x € I existerar ett w sadant att |fix(z) — f(z)| < e for alla k > w.
(ii) Foljden (fx)s2, konvergerar mot f likformigt i intervallet I om det till varje ¢ > 0
existerar ett w sadant att |f(z) — f(x)| < e for alla k > w och alla z € I.

Detta ar mycket viktigt. Har ser man skillnaden mellan konvergens och likformig
konvergens: I (i) existerar ett w som kan vara beroende av z € I (dvs. for olika x kan vi
behova vélja olika w), medan det i (ii) skall existera ett w som duger for varje x € I.

Att (i) ovan och i definition 6.1 &r ekvivalenta foljer direkt ur gransvardesdefinitionen.
Det &r mindre uppenbart att dven (ii) i definition 6.1 och i anmérkning 6.1 &r ekvivalenta.
For att visa detta antar vi forst att (ii) i definition 6.1 géller. For ett givet £ > 0 véljer
vi w sa att om k > w, sa ar My < e (detta dr mojligt eftersom M} — 0). Nu far vi
|fe(z) — f(z)] < My < € for alla k > w och alla z € I. A andra sidan, om det for
varje € > 0 existerar ett w sa att |fx(z) — f(z)| < € for alla k > w och alla z € I, sa ar
My, = sup,er | fu(x) — f(z)] < € for alla k > w. Eftersom e kan véljas godtyckligt litet,
betyder det att My — 0.

Anmarkning 6.2. Det ar inte nodvandigt att bestimma det exakta véirdet av Mj. Vill
man visa likformig konvergens, &r det ibland enklare att finna a; > My sa att ap — 0,
och vill man visa att konvergensen inte ar likformig, kan det vara enklare att bestdmma
kaMk sa att kaOOChbkﬂO.

Exempel 6.4. Foljderna (fi) och (gx) i de foregaende exemplen konvergerar inte lik-
formigt i R medan (hy) gor det.

Betrakta fi forst. Om vi valjer xx > 0 sa att kxy inte gar mot oéndligheten, kommer
inte skillnaden mellan fi(zx) och f(xy) att ga mot 0. Vi kan t ex vélja z, = 1/k. Da far
vi My, > |arctan(k - 1/k) — w/2| = w/4. Sa My /4 0.

For gy ar det latt att se att My, = gi(k) = 1. Sa igen, My, /4 0.

For hy ar My = 1/k — 0, dvs. hy konvergerar likformigt mot h = 0.

Exempel 6.5. Lat fy(z) = 2%, 0 < 2 < 1. Vi ser att fy(z) — 0 da k — oo for varje
x € [0,1] och fr(1) = 1. Sa f(x) =0 f6r 0 <z < 1 och f(1) = 0. Om zy ligger mycket
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nira 1 men dr mindre &n 1, sa borde fy(zy) vara ndra 1 medan f(zy) = 0, dvs. M borde
vara 1 (visa som 6vning att sa ar fallet). Alternativt kan vi ta xp = 1 — 1/k, vilket ger
M, > (1 —1/k)* — 1/e. Detta riicker for att visa att konvergensen inte #r likformig.

Betraktar vi samma foljd pa intervallet [0,a] med a < 1, sa &r konvergensen likformig
dér eftersom M, = aF — 0.

Exempel 6.6. Lat fi(z) = x € R. Det &r klart att fx(x) — 0 for alla x.

x
1+ k22?’
Genom att derivera ser vi att storsta och minsta virde for f antas da z = +1/k. Sa

My =1/2k — 0 da k — oo. Alltsa konvergerarar fj likformigt mot 0 i R.
Nedan visar vi tre egenskaper av likformigt konvergenta foljder.

Sats 6.1. Om (fi)72, dr en foljd av kontinuerliga funktioner som konvergerar likformigt
mot f i intervallet I, sa dar funktionen f kontinuerlig ddr.

Bevis. Lat xg € I och 1at ¢ > 0 vara givet. Genom att anvéinda triangelolikheten far vi
|f(z) = fzo)| = [(f(z) — fu(@)) + (fu(z) — fu(xo)) + (fr(z0) — f(20))]
< |f(@) = fi(@)| + | fu(@) = fu(zo)| + [fr(z0) — f(zo)l.

Eftersom forsta och tredje termen i andra raden ovan ar < M}, och M) — 0, kan vi vélja
ett k sadant att dessa termer &r mindre &n €/3. Eftersom fj dr kontinuerlig, kan vi sedan
vilja 0 > 0 sa att dven termen i mitten &r, for detta k, mindre &n £/3 da |z — xg| < 4.
Det foljer att

|f(z) — f(zo)| <e/3+¢/3+¢/3=¢ dalr—xo <0.
Alltsa ar f kontinuerlig i punkten xg. O

Sats 6.2. Lat (fi)72, vara en féljd av kontinuerliga funktioner som konvergerar likformigt
mot f pa det begrinsade intervallet [a,b]. Da dr

b b b
kli)nolo/a fk(x)da::/a kli_)nolofk(x)da::/a f(x)dx.

Bevis. Triangelolikheten for integraler ger

e — [ flayds
/ /

Pastaendet foljer eftersom M — 0. O

b b
(62) 0< g/ o) — F(@) dxg/ My dz = Mi(b — a).

For generaliserade integraler behéver inte satsen géilla men vi gar inte ndrmare in pa
detta.

Sats 6.3. Lat (fi)7>, vara en foljd av kontinuerligt deriverbara funktioner som konver-
gerar mot f i intervallet I. Om f[ konvergerar likformigt mot g pa I, sa dr f deriverbar
ddr och f' = g. Med andra ord,

i 1) = (Jim 7)) = /o)
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Bevis. Lat z € I. Eftersom f; — g likformigt, far vi enligt sats 6.2

lim fe(t) dt = / lim f(t)dt = / g(t)dt.
Zo 2o k=00 2

k—00 o o

Eftersom /Cc fr.t) dt = fr(z) — fe(xo) och fr — f, far vi

f@)f@®=i/$ﬂwdt

zo

Hogerledet &r deriverbart, darfor maste dven véansterledet vara det. Derivering ger f/(z) =
9(x). O

Anmairkning 6.3. Likformig konvergens kan definieras pa samma sétt for analytiska
funktioner (intervallet I ersitts da med ett Oppet omrade © i C). Sats 6.1 géller da
oférdndrad, och med samma bevis. Sats 6.2 géller med integralen fran a till b ersatt med
en kurvintegral langs en kurva v C €. I beviset anvénder man att

B
/uud—ﬂ@ﬁu=/kn@@»—ﬂ4mzmw,
¥ a

och fortsitter sedan som i (6.2) med uppenbara adndringar. En motsvarighet till sats 6.3
ar

Sats 6.4. Lat (fi)7>, vara en féljd av analytiska funktioner som konvergerar mot f i
ett oppet omrade 2. Om f, konvergerar likformigt mot g i Q, sa dr f analytisk ddr och

f'=g.

Bevis. Vi skissar resonemanget som liknar det i sats 6.3. For ett givet z € Q kan vi
vélja en punkt zg € Q och en 6ppen cirkelskiva B med medelpunkten i zg sa att z € B
och B C Q. Eftersom B ar enkelt ssmmanhéngande, ar integralen av fi fran zg till 2z
oberoende av vagen i B. Sa

i [ f(Odc = [ i firdc = [ g(0)dc

k—o0

dér hogerledet ar oberoende av vigen i B. Som i sats 6.3 &r vansterledet ovan lika med
f(2) — f(z0). Ett liknande resonemang som i analysens huvudsats visar att hogerledet
ar komplext deriverbart med derivata g(z) (i en av 6vningarna i avsnitt 11 uppmanas
lasaren att genomfora detaljerna). Alltsa dr f analytisk och f’(z) = g(2). 0

1
1
Exempel 6.7. Berdkna lim dx.

k—o0 0 1 +.’I;k
Satt fr(x) = ——. Viser att lim fi(zx) = f(x), ddr f(zr) =1 om 0 < 2 < 1 och
1+ 2k k—o0
f(1) = 1/2. Eftersom f #r diskontinuerlig, ir konvergensen inte likformig pa [0,1]. A
andra sidan géller, om 0 < a < 1,

k

sup <d" —o0.

M = 7—1 =
k sup 1+ 2k ‘ celo 1+ 2k =

z€0,a]
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Foljden konvergerar alltsa likformigt pa [0, a] och vi kan tillimpa sats 6.2 dar. Sa
1 a 1

li de = li d li
e o 1+ak Tl o 1+ak T o 1+ ok

a 1 1 1
:/da:—i-lim ———dr =a-+ lim R
0

k—oo J, 1+£Ck k—oo J, 1+5€k

1 1
1
Later vi a — 17, gar den sista termen ovan mot 0 eftersom / T dx < / dr =1—a.
a xz a

Sa det sokta gransvéardet ar lika med 1.

7. LIKFORMIG KONVERGENS AV FUNKTIONSSERIER

oo
Summan av talserien E aj, definieras som bekant som gransvardet av partialsummorna
k=1

n o0
Sp = Zak. For funktionsserien Z fr(z) definierar vi nedan punktvis och likformig

k=1 k=1
konvergens.

o0 n
Definition 7.1. Betrakta serien Z fr(x), x € I, och sétt sp(x) = Z fr(z).
k=1 k=1
(i) Serien konvergerar mot s punktvis i intervallet I om ILm sp(z) = s(z) for alla x € 1.
n—oo

(ii) Serien konvergerar likformigt mot s i intervallet I om s,, konvergerar mot s likformigt
dar.

Eftersom likformig konvergens av serier svarar mot likformig konvergens av foljden
(sn), kan satserna 6.1-6.3 tillimpas pa (s,). Vi aterkommer strax till detta. Men forst
- hur avgér man om en serie ar likformigt konvergent? Att bestdmma s(x) och berikna
supremum o6ver I av |s,(z) — s(x)| ar sdllan mojligt. Ett vanlig sitt att visa likformig
konvergens ar att uppskatta funktionsserien med en konvergent talserie.

o0
Sats 7.1 (Weierstrass majorantsats). Om det finns en konvergent talserie Z ay sadan att
k=l
|fx(x)| < ag for alla k och alla x € 1, sa konvergerar funktionsserien Z fr(z) likformigt
k=1
1 intervallet 1.
o0
Bevis. Beteckna n:te partialsumman och summan av Z ar med o, resp. o. Vi far
k=1
n [o¢] o0 o0
[sn(@) = s(@)| = D ful@) =D frl@)|=| D fl@)| < D |ful@)l
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1

oo
< Z ap =0 — Op.
k=n+1
Sa
sup [sp(z) —s(z)| <o —0p, -0 dan— o0
zel
eftersom o, — 0. Alltsa konvergerar s,, mot s likformigt. O
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oo

x

Exempel 7.1. Visa att serien E 2.3
— 1+ k4x

och att konvergensen &r likformig om a > 0 men ej om a = 0.

konvergerar i intervallet [a,oo[, ddr a > 0,

Beteckna seriens termer med fi(z). Det ar klart att serien konvergerar om z = 0
(fx(0) =0). Om z > 0, sa ar

2,2
lim x/(1 4 k*z®) _ 1
k—o00 1/k2 x

o0
1
Eftersom Z o) konvergerar, sa konvergerar Z fx(z) punktvis enligt andra jamforelse-
k=1 k=1
kriteriet for serier.
Lat a > 0. Genom att derivera ser vi att for stora k antar fj sitt storsta virde da

r = a, med fi(a) = a/(1 + k?a®). Nu kan vi anvinda Weierstrass majorantsats med
[e.e]

ap = a/(1 + k%a?). Att Z ay, konvergerar foljer ur andra jamforelsekriteriet igen.
k=1
Att visa att konvergensen inte ar likformig om a = 0 ar betydligt knepigare:
S x = 1/n
sup |s(z) — sp(x)| = sup Z ——5 5 [sitt z =1/n] > Z 53
220 z20 k=n+1 1+ k% k=n+1 1+k /n
2n

> Z 1/n 1/n 1/n 1/n 1

— R T A
1+ k2/n? 1—1—(714—1)2/712+ +1+4n2/n2_n 1+4n2/n?2 5

k=n+1
Alltsa gar supremum ej mot 0 d& n — oo.

Nu formulerar vi motsvarigheter till satserna 6.1-6.3.

Sats 7.2. Om funktionerna fr, dr kontinuerliga och funktionsserien Z fr(xz) konvergerar
k=1
likformigt i intervallet I, sa dr seriens summa en kontinuerlig funktion ddr.

Bevis. Eftersom partialsumman s,, &r kontinuerlig for varje n > 1, sa ar s(x) = lim s,(x)
n—o0

en kontinuerlig funktion enligt sats 6.1. O

Sats 7.3. Om funktionerna fi, dr kontinuerliga och funktionsserien Z fr(z) konvergerar
k=1
likformigt i det begransade intervallet [a,b], sa dr

Z z)de = /ab (g fk(;v)> dz

k=17¢

Bevis. Eftersom funktionerna f; ar kontinuerliga och

n

S [ h) d‘”‘/a (ka )

k=177
(integralen av summan &r lika med summan av integralerna), kan vi tillimpa sats 6.2,

b ) n
hm Z x)dx —/a <klggogfk(x)> dx

Pp=1"0

vilket ger
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O
o0
Sats 7.4. Om funktionerna fi ar kontinuerligt deriverbara, funktionsserien Z fr(x) kon-
. k=1
vergerar och funktionsserien Z f1.(z) konvergerar likformigt i intervallet I, sd dr
k=1

if}lc(x) = (i fk(a:)> for alla x € I.
k=1 k=1

Beviset anvénder sats 6.3. Vi utelamnar detaljerna.
Exempel pa tillampningar av satserna ovan finns i nésta avsnitt eftersom de férekommer
naturligt i samband med potensserier.

Anmiirkning 7.1. Aven hiir kan man betrakta serier av analytiska funktioner. Weier-
strass majorantsats galler med exakt samma bevis och satserna 7.2, 7.3 géiller med de
andringar som framgar av anmérkning 8.2 i ndsta avsnitt. Ocksa sats 7.4 géller, jamfor
med sats 6.4.

8. POTENSSERIER

oo
Definition 8.1. Lat z( vara ett reellt tal. En serie pa formen Zak(m — 20)* kallas en

k=0
potensserie.

I foregaende avsnitt har vi summerat fran £ = 1, men for potensserier ar det ofta
béttre att summera fran k = 0, t ex borjar Maclaurinutvecklingar med en konstant term.
Eftersom substitutionen T = x — xg ger sambandet

oo oo
Z ap(x — :L‘())k = Zakik,
k=0 k=0

ricker det att formulera alla resultat for xg = 0. Déarfor betraktar vi i fortséttningen
mestadels serien

(8.1) Z apz®.
k=0

0

Eftersom serien borjar med agx” = ag ar det rimligt att tolka detta sa dven for x = 0

(hiir har vi egentligen det odefinierade uttrycket 0°). Om A = klim {/|ax| existerar, sa
— 00

ar klim \/|agx*| = A|z|. Enligt rotkriteriet konvergerar serien absolut for |z| < 1/A om
— 00
A # 0 och for alla x om A = 0. For |z| > 1/A divergerar serien. Om A = oo, divergerar

a
serien for alla x utom x = 0. Motsvarande géller enligt kvotkriteriet om B = klim b
—o0 | Ak

existerar (det ar klart att A = B om bada gransvarden existerar, varfor?). Man kan visa

ett starkare resultat.

Sats 8.1. For potensserien (8.1) galler ett av foljande pastaenden:
(i) Serien konvergerar enbart for x = 0.
(ii) Det finns ett tal R > 0 sadant att serien konvergerar absolut for alla |x| < R, divergerar
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for alla |x| > R och konvergerar likformigt i varje intervall [—S, S|, ddr S €]0, R][.
(111) Serien konvergerar absolut for alla x och likformigt i varje intervall [—S,S] (S > 0).

Definition 8.2. Talet R ovan kallas potensseriens konvergensradie. I fallet (i) satter vi
R =0 och i fallet (iii) R = oo.

Vi noterar att satsen inte séger nagonting om fallet |x| = R, och att R =1/A = 1/B,
dir A, B ar som ovan. Oftast avgor man seriens konvergensradie just genom att bestdmma
A eller B.

Notera ocksa att i (ii) pastar vi inte att konvergensen éar likformig i intervallet |— R, R],
déremot att den &r likformig i [—S5, S], oavsett hur néra R talet S ligger. Det finns exempel
dar serien konvergerar likformigt i |— R, R[ och exempel dér den konvergerar likformigt i
[—S, S] for varje S €]0, R[ men €j i |— R, R[. Motsvarande géller for (iii) i satsen.

Foljdsats 8.1. Om grdnsvdirdena nedan existerar (dndligt eller odndligt), sa gdller

1 o 1 :
E—klgglo v ak| och = lim

k—o0

ak+1
Qg

Om gransvardet ar 0, sa skall detta tolkas som R = oo, och om gransvdrdet dr lika med
oandligheten, skall det tolkas som R = 0.

Bevis for satsen. Lat
(8.2) R = sup{|z| : serien (8.1) konvergerar}.

Vi skall visa att detta &r samma R som i satsen. Det ar klart att R &r véaldefinierat och

antingen 0, positivt eller lika med odndligheten.

(i) Om R = 0, sa divergerar serien for alla x # 0.

(ii) Om R &ar ett positivt tal, sa foljer det direkt ur (8.2) att serien divergerar for alla

|z| > R. Lat nu zo vara ett tal sadant att |zo] < R. Enligt definitionen av supremum
o0

finns det ett tal x; for vilket |zg| < |z1] < R och serien Zakaﬁ’f konvergerar. Eftersom
k=0
detta medfor att lim apzh = 0, far vi
k—ro00

k k
Lo

lapz®| < |apzl| = |apzh] o for alla |x| < |zo| och alla stora k.

00 k
Den geometriska serien Z konvergerar (kvoten dr < 1), sa for |z| < |z¢| konvergerar
k=0
serien (8.1) absolut enligt forsta jamforelsekriteriet for talserier och likformigt i [—S, 5],

)
T

dar S = |xo|, enligt Weierstrass kriterium. Eftersom S kan véljas godtyckligt ndra R, ar
konvergensen absolut for alla |z| < R.
(iii) Det aterstaende fallet &r R = oo. Lat ¢ vara ett godtyckligt tal. Eftersom supremum

i (8.2) ar lika med odndligheten, finner vi igen ett x; sadant att |zg| < |z1| och serien
oo

Z arz? konvergerar. Nu fortsitter vi som i fall (ii). O
k=0
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Exempel 8.1. For vilka x konvergerar foljande serier?
2. 2k gk
DI
Eftersom lag+1/ax| = 2k/(k+1) — 2, konvergerar serien for |z| < 1/2 och divergerar for
o
|z| > 1/2. Om = = 1/2, far vi den divergenta serien Z T och om z = —1/2, far vi serien
k=1

oo
E k som konvergerar enligt Leibniz kriterium. Alltsa konvergerar potensserien for

Ho<a< 1/2
)y ——
1;1 (1+3)" 1

Héar har vi {/|ax| = — % sa serien konvergerar for |z| < e och divergerar for
e

|z| > e. Att bestdimma vad som hénder da |z| = e ar svarare. Absolutbeloppet av seriens

<1+€k,£>’“2 i ((uii)’f)k -

k
eftersom [ 1+ k> < e for alla k. Alltsa gar inte termerna mot 0, sa serien divergerar

k:te term &ar da

och Vér potensserie konvergerar for —e < x < e.

111 Z k'

Har har vi |agy1/ak| = K/ (k+1)! =1/(k+1) — 0. Alltsa konvergerar potensserien for
alla x. Det har ar ingen 6verraskning eftersom det ar kant att seriens summa &ar lika med
e® for alla x.

o
(iv) Z k.
Nu r |ag+1/ak| = k 4+ 1 — oo, sa serien divergerar for alla x # 0.

Anmairkning 8.1. I stéllet for att bestdmma 1/R som vi gjorde ovan kan man vélja att
anviinda rot- eller kvotkriteriet pa hela uttrycket agz”*. Till exempel i (i) ovan skulle det
innebira foljande berikning: |ayy 125! /are®| = 2|z|k/(k + 1) — 2|z|. Nu ser man att
serien konvergerar om 2|x| < 1, dvs. |z| < 1/2 och divergerar da |z| > 1/2.

Sats 8.2. Summan av potensserien (8.1) dr en kontinuerlig funktion for alla |x| < R.

Beviset f6ljer omedelbart ur satserna 7.2 och 8.1 (notera att for varje z € |— R, R| kan
man vilja S < R sa att |z]| < 9).

Nedan skall vi visa att potensserierna far integreras och deriveras termvis. Men forst
behover vi ett hjalpresultat.

o
Lemma 8.1. Potensserierna Z 251 och Z kapz" ' har samma konvergensradie

k
k=0 k=1

som (8.1).
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Observera att den forsta och andra serien far man genom att integrera respektive de-
rivera (8.1) termvis.

Bevis. Beteckna konvergensradien for den termvis integrerade serien med R;. Eftersom
lak|/(k + 1) < |ag|, &r det klart att R < R;. For att visa att R > R; anvénder vi ett
liknande argument som i sats 8.1. V&lj ett z sadant att |x| < R; och sedan z; med
|z| < |z1| < Ry. Eftersom |x/x1| < 1, sa gar (k + 1)\1‘/301\’“ mot 0. Det foljer att

k+1 7 —k+

larz®| = (k + 1) |fo] for alla stora k.
x

Da |z1| < Ry, konvergerar serien Z L a1 | ¥, och diirmed &ven Z lapz®|. Det foljer att

k=0 k=0
om |z| < Ry, sa konvergerar serien (8.1), dvs. R > R;.

Om man integrerar den andra serien i lemmat termvis, sa far man serien (8.1). Alltsa
foljer andra delen av lemmat ur den forsta. O

Sats 8.3. For alla |z| < R galler

z oo 00 a oo / oo
/0 (Z aktk) dt = Z A _f 1xk+1 och (Z ak:L‘k) = Z /mk:vk_l
k=0 k=0 k=0 k=1

Bevis foljer omedelbart ur saterna 7.3 och 7.4 (dven hér behéver vi observationen att
for varje x €|— R, R| kan man véilja S < R sa att |z| < 5).
Om en funktion ar odndligt manga ganger deriverbar, sdger vi att den ar av klass C°.

Eftersom samma sats kan tillampas pa den deriverade serien, far vi féljande
Foljdsats 8.2. Seriens summa dr av klass C* for |x| < R.

Anmarkning 8.2. Pa samma sétt som (8.1) kan man betrakta komplexa potensserier
o oo
(8.3) Zakzk, eller mer allmant, Z an(z — 20)%,  dér ay, 2z, 20 € C.

Resultaten ovan géller for sadana serier, med exakt samma bevis. Integralen skall berdknas
fran 0 till z, respektive fran zp till z (notera att den &r oberoende av végen). Méngden
av punkter dar en komplex potensserie konvergerar blir, enligt den komplexa versionen av
sats 8.1, en cirkelskiva |z — 29| < R (eventuellt tillsammans med hela eller delar av cirkeln
|z — 20| = R). Detta forklarar det tidigare inférda namnet konvergensradie. For varje
S €]0, R[ &r konvergensen likformig i den slutna cirkelskivan |z — z9| < S. Notera ocksa
att enligt sats 8.3 &r seriens summa en analytisk funktion for |z — zp| < R.

Avslutningsvis ger vi nagra exempel pa anvindning av resultaten ovan.
X ok .k
Exempel 8.2. (i) Berdkna summan av serien Z
k=1
Det hér dr samma serie som i exempel 8.1(i) och vi vet redan att R = 1/2. Beteckna

for |z] < R.

seriens summa med s(x). Deriverar vi termvis, far vi en geometrisk serie som vi kan
summera:

o o 2
"(z) =) 2FaF! = [sitt k—1]=2 :
x) Z x [satt m = mzzo —5
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Sa s(z) = —In(1 — 2x) + C och eftersom s(0) =0, &r C' =0, dvs. s(z) = —In(1 — 2x).

(ii) Samma uppgift for serien Z ka*.
k=0
Det ar latt att se att R =1 har. Vi gor omskrivningen

Zk kzok—l—lx—z.x T

Vidare har vi

i S . z \ 1
— k _ - =
A Sl(t)dt—xkzox - 1_:1:7 sa Sl(m) <1_$> (1_:(;)27
. 1 1 z
och slutligen s(z) = (-2 — 1 S 1-2)2
k
(iii) Samma uppgift for serien kzo e 2~

Aven hir dr det litt att se att R = 1. Vi observerar att

ko k+1 1 _ 1
E+1 k+1 k+1 E+1’

sa

xkzzxk_z wk:l—x_kz_olmk

k=0
Sedan far vi, for 0 < |z| < 1
oo o0 oo
1 1 1 [* 1/ 1 In(1 —
7214 1xk+1:/ <Ztk)dt: : tdt:n( x)'
o T + zJo \io x Jo 1— T
In(1 —
Seriens summa ar alltsa 1 + n(l —z) for 0 < || < 1 och 0 fér z = 0.
—x x
o
1

Uppgiften kan dven 10sas pa ett annat satt. Vi utgar fran formeln g =1
—x
k=0

integrerar serien, vilket ger

> zF In(1 —x)
—In(l —z) och Z - .
prd — k+1 x
Nu ger derivering
> _(In(l—z) '
T )

sa
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9. POTENSSERIER OCH ANALYTISKA FUNKTIONER
Det visar sig att det finns ett mycket nara samband mellan komplexa potensserier och
analytiska funktioner.
Sats 9.1. En potensserie f(z Zak z—2p) k Gr en analytisk funktion av z i potens-
series konvergensskiva. Dessutom fas den komplezxa derivatan genom att derivera termuis.

Bevis. Detta ar en direkt konsekvens av sats 8.3 och anméarkning 8.2. O

Ovanstaende sats ar inte pa nagot satt konstig: vi vet ju att polynom &ar analytiska och
potensserier ar just en sorts generaliserade polynom.
Vad som &r betydligt méarkligare &r att &ven omvandningen géller:

Sats 9.2. Om f(z) dar analytisk i en dppen mangd Q C C sa kan f(z) uttryckas som en
konvergent potensserie i en omgivning till varje punkt i €.

Bevis. Detta bygger pa Cauchys integralformel. Potensserieutvecklingen erhalles pa
foljande satt: Lat v vara randen till en cirkelskiva med centrum i zy, i en omgivning
till vilken f &r analytisk. For z innanfér v far vi

/ FQd 1 / fQde
~ omi —2z 27 ( - zo) (z — 20)
1 1 f(Q)d 20\ "
— . . d¢.
2mi J, (=20 1_%7 ZO ~ omi C 20 (—20
Eftersom |z — 29| < |¢ — 20/, ar konvergensen likformig, sa vi kan enligt sats 7.3 och

anmarkning 7.1 kasta om ordningen mellan integrationen och summationen:

i ) 1 f(Q)d¢
(9.1) f(z) = kz_oak(z — Zo)k dar ag = % . W

Men vi kan ocksa ga ytterligare ett steg langre: om vi anvander partialintegrationsformeln
(4.3) pa uttrycket for ay i (9.1) sa ser vi att

ar = — / fQde 11 [ O _ / FOQOdC _ 1™ (20)
M om 5 (= 20)k Y k2w [, (C— zo)’C o k' i — 2 k7
dér sista steget foljer av Cauchys integralformel. O

Vi har darmed aven visat:

Foljdsats 9.1. Serieutvecklingen av en analytisk funktion ges av den klassiska Taylor-
serien: o (k)
flo =3 Tt e
k=0
Sammanfattningsvis kan vi nu konstatera att vi har fyra ekvivalenta villkor pa en funk-
tion for att den ska vara analytisk:

Sats 9.3. Om real- och imagindrdelarna av f(z) dr av klass C* i en éppen mingd Q2 C C
sa ar foljande villkor ekvivalenta:
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(1) f(z) dr komplext deriverbar.
(2) f(z) uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer.
(3) Integration dr oberoende av vigen i enkelt sammanhdngande omraden.

(4) I en omgivning till varje punkt ges f(z) av en konvergent potensserie.

En viktig konsekvens dr: Om f ar analytisk, sa &r den alltid av klass C°°. Detta i
motsats till det reellvirda fallet, dir det finns funktioner som &r av klass C'' men ej C2.

sin z

Exempel 9.1. (i) Berdkna / dz, dar T" ar cirkeln |z| = 1 orienterad moturs.
r

sin z

Lat f(z) = for z # 0 och f(0) = 1. Det ar klart att f &r analytisk for z # 0.

Eftersom sinz = z + E apz", ar flz) =1+ E arz"~1 och da serien konvergerar i en

k=2
omgivning av origo, ir f analytisk &dven dar enhgt sats 9.3. Sa f ar analytisk for alla z.

Nu kan vi anvénda sats 4.1 (Cauchys integralformel):

/FSIZI;ZdZ:/FfiZ)d2227T’L’f(O):27T7:'

Notera att det ar ovasentligt vad ag ovan dr men om vi vill, sa kan vi ju anvidnda oss av
e 2m

z
den kanda formeln sin z = —1)mtZ_j stéllet.
St

Héar &r en annan variant av 16sningen: Vi vet att for Maclaurinutvecklingen av sin z

1 1

k—9 . .
= -+ E = -+ d
B axz . g(z), déar g(z) ar

ar konvergensradien R =

analytisk for alla z, ar

i 1
/Sm;dz:/dz—i—/g(z)dzz?wi—i—O,
r z rZz r

dér vi har anvant exempel 2.1 och sats 3.2.
ez
(ii) Berdkna / —5 dz, dér T dr cirkeln |2| = 1 orienterad moturs.
TR

e? 1
Funktionen ar analytisk utom i punkten z = 0. Maclaurinutvecklingen ger — = — +
z z

1
- + Zakz —-+- + g(z), dar g ar analytisk. Sa

/dz—/dz+/ dz+/g(z)dz=[1+27ri+0
r? r= r

och det aterstar att berakna I:

) 21 s it dt 2 . )
/ —dz = =" 0<t< 27 = / zeT = z/ e~ dt = [—e_”}%” =0.
r z 0 e 1t 0

10. POTENSSERIER OCH DIFFERENTIALEKVATIONER

Potensserieutveckling ar en viktig metod, bade i ren matematik och i tillimpningar.
Speciellt inom fysiken kan man knappast 6verskatta den betydelse som metoden har haft.
Orsaken ar framst att manga av de viktigaste differentialekvationerna som man studerar
inte gar att 10sa exakt med hjélp av elementéra funktioner och integreringsmetoder. Som
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regel kan man inte ens 16sa enkla andra ordningens linjara ordinéara differentialekvationer.
Potensserier erbjuder da ofta ett bra alternativ; a ena sidan far man en losningsformel som
faktiskt &r exakt, & andra sidan kan denna anvéndas for att géra numeriska berdkningar
med god kontroll 6ver det fel man gor.

Metoden bygger pa att man med hjélp av ekvationen bestdmmer derivator av hogre och
hogre ordning i en given punkt och dessa bestammer ju sedan potensserien entydigt; den
n:te derivatan av funktionen

o0
S ast
k=0
i origo &r lika med nlc,.

Exempel 10.1. Betrakta differentialekvationen

(10.1) f'(@) = f(z) =0  f(0)=0 och f(0)=

Vi anséatter nu 16sningen som en potensserie runt origo. Eftersom nollte och forsta ord-
ningens derivator redan ar givna sa kan denna skrivas

o0
(10.2) f@)y=z+) cat.
k=2
Om vi deriverar med hjéalp av sats 9.1 sa erhalles

() =1+ Z kepaht,
k=2

f(z) = Z k(k — 1)cpa®2,

k=2

xf(x) = Z k(k —1)epat™ Z (k 4+ Dkcpyi 2.
k=2 k=1

Insattning i ekvationen ger nu

o
Zk—i—l kcka —x—i-cha:
k=1 k=2

Eftersom en potensserie bestammer sina koefficienter entydigt sa far vi genom att jamfora
hoger- och vansterleden:

c-2-1 =1
c3-3:-2 = «¢o
C4-4-3 = C3
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vilket i sin tur ger

1
Cop = 5
111
“ T 2723
11111
“ T 2'2'3'3'1
1111111
C — e e e e — e — e —
° 2°2 33 4 45
och allmant )
CT Rk D
Vi dr darmed framme vid den allménna losningsformeln
oo
1 k

Enligt foljdsats 8.1 far vi for konvergensradien

R = lim = lim k(k+1) = oo.

k—oo |l Cpyq k—o0

25

Formeln (10.3) ger dérmed en l6sning for alla x € R. Detta &r dock mer &n man kan

hoppas pa i de flesta fall.
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11. OVNINGAR

1. Avgor vilka av foljande funktioner som ar analytiska i C:
a: f( ) = 2zy +i(a® — y?)

( )—ny+:c+z(y +y—2?)

f(z) =22 —y? +i(2? +9?)

f(z) = —e®siny + ie® cosy

2. Beriikna | ze” dz dir T r kurvan z(t) =t +isint,0 <t <.

r
d
3. Berédkna / 2 Qar T ar ellipsen 22 + 22y + 2y? = 1, genomlupen i positiv led.
r ?

3
4. Berdkna / °- dz nir a) I' ar cirkeln |z = §,  b) nir T ér cirkeln [2] = 2,
r <

(I bada fallen ¢ ar mrklarna orienterade moturs,)

5. Berédkna /
r 2

; cos z o e .
6. Berdkna / dz déar I' ar cirkeln |z| = 2, orienterad moturs.
rZ

dz déar T &r cirkeln |z] = 1, orienterad medurs.

7. Berékna / dfi 'y, k = 1,2, ar kurvorna i figuren.
Ty #

&0 dx
8. Berakna den generaliserade integralen .
& & /_Oo (@2 + 1) (22 + 4)

o0
d
9. Berékna den generaliserade integralen / 47:6.
oo X*+4
coszdx

o0
10. Berakna den generaliserade integralen .
& & /0 (22 + 1)(22 + 4)

11. Visa att foljande funktionsfoljder resp. funktionsserier konvergerar likformigt i R:

sin kx (—1)* arctan kx >\ cos kx > sin?(x/k)
a) T? b) \/E C) P k2 d) ; W
12. Undersok om funktionsféljden nedan konvergerar likformigt i det angivna intervallet:
kx kx
k(1 — P <z<l1 b >1 —
£ z * k
d)eﬂ,xZL e)e%,x>0, £)* ka®(1 —x), 0 <z <1,

g) kx¥(1 —z), 0 < x < a, dir a €]0,1].

13. Visa att foljande serier konvergerar i R och att konvergensen é&r likformig i varje intervall

[—a,al:
o0 2 o0
T T + sin kx
a)21+k2x2’ Z 1+k2 :

k=0 k=0



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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oo
Visa att serien Z 5 konvergerar likformigt i intervallet [0, 1].
k= 1 ktz
0 2
* Visa att serien Z 72 inte &r likformigt konvergent i R.
k=
Utveckla f(z) = som en potensserie i origo. For vilka x konvergerar serien?
—x
3
x
Utveckla f(z) = 9,3 somen potensserie i origo. For vilka x konvergerar serien?
— 2z

o
Berakna Z k(k+ 1)z k. For vilka 2 konvergerar serien?

Beridkna Z oF och Z + ) kkz

k
Berakna E T . For vilka « konvergerar serien?

k=1

Berékna foljande int 1 / €082 d / ¢ dz och / ¢ dz,dar T &
egraler: ——dz, | ——=dzoc —— = dz,dar ' ar
r r ( 1)? r (2 —mi/2)?

cirkeln |z| = 2 orienterad moturs.

Visa att om ¢ ar en kontinuerlig funktion av en komplex variabel i en 6ppen enkelt
sammanhédngande mangd 2 C C som innehaller zg, sa ar S(z) = ’ 9(¢) d¢ komplext
deriverbar och S'(z) = g(2) i Q. B

Visa att om f(2) = u(x,y) +iv(z,y) ar en analytisk funktion, sa &r 222 + 22 = 0 och
0%v 0%

87 By =0

a) Bestdm en analytisk funktion f(z) som har realdelen lika med 2zy eller visa att ingen
sadan analytisk funktion existerar.
b) Bestim en analytisk funktion f(z) som har imaginirdelen lika med 2 +y? eller visa
att ingen sadan analytisk funktion existerar.

Ledning till de sista tva uppgifterna: Tank pa definitionen av en analytisk funktion.
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12. SVAR

b) och d) ar analytiska, a) och c) &r inte analytiska.

% (6“2 — 1).
2.
a) 4mi, b) 6mi.

6e2

. a), ¢, e)k, f) nej, b), d), g) ja.
S Yoo g, —2< 2 <2
) Zzoiozklzlws _ 1

1
\/5<:L‘<\/§.

. (137”;)3 Konvergerar for |z| < 1.
.6, —3—1.

: —m%ln(l—x)—x%_im_l -1<z<1.

. —Tmi, 2met, —27.

. a) f(z) = —iz?, b) ingen analytisk funktion.



