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Inga hjilpmedel tillatna. Motivering kravs i varje uppgift. Varje uppgift ar vird 5 poing och
minst 15 poing, varav minst 4 fran teorifradgorna, krivs foér godkint.

Problemdel

1. Berdkna kurvintegralen av vektorféltet
F=(y% 2% +2)
(a) fran (—1,0) till (0,2) lings med en axelparallell ellips vars storaxel ar tva ganger lingre &n dess
lillaxel. (3p).
(b) lings med en cirkelbage fran (—1,0) till (0,1) (2p).
Lésningsforslag:
I bade (a) och (b) finns det flera ellipser respektive cirklar som uppfyller kraven. Eftersom F ej &r ett
potentialfilt kan vi férvénta oss att olika val ger olika svar.
Lat oss i (a) vilja ellipsen 2% + 1y* = 1, samt den lingre ellipsbagen som forbinder (—1,0) med (0, 2).
Vi kan parametrisera detta kurvstycke som

z(t) =cost och y(t)=2sint, —w<t<

vo| 3

Da fas r/(t) = (—sint, 2 cost) samt F(r(t)) = (4sint,cos®t + 2), vilket ger

/F-dr:/ (4sin2t,coszt+2)-(—sint,2cost)dt:/ (4cost + 2cos’t — 4sin® t)dt.
~ _
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Den sista integralen kan berdknas med standardmetoder, och vi far

/F-dr:&
¥

Aven i (b) finns det flera olika valmojligheter. Lat oss vilja cirkeln 22 + 42> = 1 och den kortare
cirkelbégen som forbinder (—1,0) och (0,1). Lat oss berikna en kurvintegral 6ver parametriseringen

x(t) =cost y(t) =sint, <t<mw

ol

och viinda tecken for att fa den sokta kurvintegralens virde. Vi har r/(t) = (—sint, cost) samt F(r(t)) =
(sin?t, cos? t 4 2) och erhaller

i 10
/F~dr:/ (2cost+cosgt—sin3t)dt:—E.
. -

2

Kurvintegralen av F 6ver den kortare cirkelbagen som férbinder (—1,0) med (0, 1) pa enhetscirkel har
alltsa virdet %.



2. Berdkna flédesintegralen av vektorféltet
u=(yz,22,y° + 2% + 2)
ut ur den halva ellipsoiden

E={(z,y,2) eR*: 2® +y* + 322 = 4,2 > 0}.

Lésningsforslag:

Vi observerar forst att det givna vektorfiltet har polynomiella komponenter, vilket speciellt ger vid
handen att u #r av klass C* i hela R3. Ellipsoiden &£ #r vidare en slit yta, dock ej sluten.

Vi onskar berikna den efterfrigade flodesintegralen [[,u - NdS med hjilp av Gauss sats. Lat C =
{(z,y,2) € R3: 22 +9? = 4, 2 = 0} beteckna cirkelskivan i xy-planet som har centrum i origo och radie
lika med 2. Vi observerar att

u(z,y,0) = (0,0,22 + y?)

och att en utdtriktad enhetsnormal for C ges av (0,0, —1). Saledes fas

//u~NdS=—// (2% + y?)dady = —87
c xz24y2<4

dar den sista integralen kan berdknas i polara koordinater.

//u-NdS+//u-NdS:/ divudzdyxz,
£ c K

dir K = {(7,y,2) € R®: 22 + 4% + 322 < 4,2 > 0} #r en halv solid ellipsoid. Efter omskrivning fas

//u~NdS:f//u~NdS+/ divudzdyxz
b3 c K

Vi har divu = 1, och dérmed [}, divudzdyzz = Vol(K) = %77 -2:2- % = ?‘?’27%, antingen fran den kiéinda

Gauss sats ger nu att

formeln for volymen av en ellipsoid, eller efter variabelbyte.

Slutligen erhaller vi fran detta [[ u-NdS = 8r(1 + 377).

3. (a) Berikna rotationen av vektorféltet
u = (2zy°2*, 30222t 42y 23 + wsin(nz))  (2p)

(b) Berékna kurvintegralen av u ldngst med en rat linje fran (1,2, 2) till (3,5, —2). (3p)
Lésningsforslag:

(a)
Okulédr besiktning av det givna vektorfiltet leder till gissningen att u ar ett potentialfilt, med en
potential given av

Ul(x,y,z) = 2*y>2* — cos(nz),

och en berdkning av gradU bekréftar detta. Vi drar oss dérefter till minnes en sats fran kursen som
utsiiger att ett potentialfilt #r virvelfritt (viz. PB2, Sats 3, 5.392). Saledes har vi rotu = 0 i hela R3t.

Alternativt kan rotu beriknas pa sedvanligt sitt med hjilp av formell determinantrikning. Aven detta
leder till slutsatsen att rotu = 0.

(b) Fran (a) vet vi att det givna vektorfiltet u &r ett potentialfdlt: antingen har vi redan angivit
en potential, eller s kan satsen om existens av potential for virvelfria falt i enkelt sammanhéngande
omraden utnyttjas.



For potentialfilt géller

/u~dr =U(b) — U(a),
~
oberoende av val av kurva som forbinder b, a € R3. Insiittning ger nu
/ u-dr=U(3,5,-2) —U(1,2,2) = 17999 — 127 = 17872.
linje

Den sokta kurvintegralens varde ar saledes 17872.

. (a) Funktionen u(z,y) = 2® — 3zy* — x &r realdelen av en analytisk funktion f(z). Vilken av foljande
funktioner kan ses som en imaginérdel till f(2)? (2p)

(a)v(z,y) = —y* +32%* —y  (b)v(z,y) = —y° + 32%°y> +y

() v(z,y) =—y* +32°y —y  (d)v(z,y) = 2% — 2y + sin(z + ¢°).

/ e*dz
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(b) Berékna kurvintegralen

dir v ={z € C: |z| = 1}. (3p)
Lésningsforslag:

(a)
Ansatt funktionen
f(z) = —z+ 2%

Om z = z + iy fas da att Ref(z) = —2% + 3zy? — x samt Imf(2) = —y® + 322y — y. Vi ser nu att
u = Ref samt att v = Imf for funktionen i alternativ (c). Eftersom f &r analytisk uppfyller u,v
Cauchy-Riemanns ekvationer. Eftersom v d& ar entydigt bestdmd upp till en konstant, kan vi genast
utesluta funktionerna i (a), (b) samt (d).

Endast funktionen v = —y3 + 32?2y — y som ges i alternativ (c) kan ses som imaginiirdel till en
analytisk funktion vars realdel &r den givna funktionen u. Samma slutsats kan dras genom att berékna
de partiella derivatorna for u och de olika funktionerna i (a)-(d) och observera att Cauchy-Riemanns
ekvationer maste vara satisfierade for att funktionerna u och v skall vara real- respektive imaginérdel
av en analytisk funktion f.

(b)
Vi observerar att polynomet som férekommer i integrandens ndmnare kan brytas upp i linjara faktorer
enligt 2% — 2z = 2(22 — 1) = 2(z — 1)(z + 1). Integranden kan alltsi skrivas

e 9()
23—z z
dar funktionen B
(2) = .«
g G-D(+1)

dr analytisk pa varje cirkelskiva med centrum i origo vars radie &r mindre &n 1.
Vi kan nu tillimpa Cauchys integralformel pa g for att erhalla

/ cidz :/@dz:Zm'g(O):f%ri.
v v %

23—z

Teoridel



5. (a) Formulera definitionen av ett konservativt filt, &ven kallat potentialfélt. (1p)
(b) Formulera vad som menas med att en kurvintegral ar oberoende av vigen. (1p)
(¢c) Visa att om 4 = (P, Q) &r ett konservativt falt sa &r f,y @ - di’ oberoende av vigen. (3p)
Lésningsforslag:
(a) Se exempelvis PB2, s. 344.
(b) Se exempelvis PB2, s. 344.
(c) Se exempelvis PB, s. 345-346 (cf. s 389-390).

6. (a) Formulera Cauchy-Riemanns ekvationer. (1p)
(b) Ge ett exempel pa en funktion f: C — C som inte uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer. (1p)
(c) Antag att f: C — C &r en funktion for vilken

oy e JEHR) = F(2)
(=) lim —

 C3h>0
existerar i varje punkt z € C. Visa att real-och imaginirdelarna av f satisfierar Cauchy-Riemanns
ekvationer. (3p)
Lésningsforslag:
(a) Se exempelvis K, s.2.
(b) Funktionen f(z) = z = x — iy ar ett exempel, funktionen f(z) = Re(z) ett annat.

(c) Se exempelvis K, sats 3.1.

Skrivningen berdknas vara rattad fredag 13 januari 2023. Se kurshemsidan fér information om aterlamning.



