MATEMATISKA INSTITUTIONEN

STOCKHOLMS UNIVERSITET Tentamensskrivning i
Avd. Matematik Algebra, Matematik I, 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask den 10 augusti 2023

Forelasare: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. Betygsgranser:

Max 30p|B 24p|D 18p
A 27p|C 21p|E 15p

Koordinater forutsitts vara givna med avseende pa en hogerorienterad ON-bas.

1. (a) Berikna koefficienten framfor 2% i (22 + 271)".
(b) Bestéam resten da 3'°° delas med 5.
(c) Bestam resten dd 1+2+ 3 +4 + - -+ + 3'% delas med 5.

Léosning. (a) Binomialsatsen ger

oty = 3 (Z) 2ot (@) = 3 <Z>2kx4kxk7 S (Z) ohi g =T

k=0 k=0 k=0

Vi maste vélja 5k — 7 =8, sa 5k = 15 och k = 3. Motsvarande term ar

7 7-6-5
2% =8 = 8-35 = 240 + 40 = 280.
3 3!

(b) Vi har att 319 =5 99 =5 (—-1) =; 1.

(c) Termerna i summan (mod 5) ar da
1,2,3,4,0, 1,2,3,4,0, ....1,2,3,4,0, 1

dir sista ettan motsvarar 3'% enl. (b). Nu, 1 +2+3+4+0 =5 0, s&
hela summan ger rest 1.

2. Ekvationen z* — 822 4 2722 — 502 + 50 = 0 har z; = 3 + ¢ som en rot. Finn
ovriga rotter z € C.

Lésning. Eftersom vi har reella koefficienter ar zo = 3 — ¢ ocksa en rot, sa
(z—3—14)(z —3+1) = 22 — 62+ 10 &r en faktor. Polynomdivision ger sedan
att

24— 82% 4+ 2722 — 502 + 50 = (22 — 62 + 10)(2* — 22 + )

Ekvationen 2% — 2z +5 = 0 har nu (via PQ-formeln) 1ésningarna 23 = 1+ 24,
zZ4 = 1— 2i.

Var god véand!

(5p)



3. Svara pa foljande fragor.

(a) Hur manga 6-siffriga tal kan bildas av 1,2,3,4,5,6, sa att varje siffra (1p)
forekommer exakt en gang.

(b) Hur ménga 6-siffriga tal kan bildas av 1,1,2,2,2,5, dar 1 férekommer (2p)
tva ganger, 2 forekommer tre ganger och 5 férekommer en gang?

(c) Bland 1260 ord, sa finns det 120 ord dér aa forekommer, 120 ord dér bb (2p)
forekommer och 24 ord dér bade aa och bb féorekommer. Hur manga av
orden uppyller att varken aa eller bb féorekommer?

(Notera att bland de 120 ord som innehaller aa, sa far bb ocksa forekom-
ma, och vice versa for de ord som innehaller bb.)

Losning. (a) Eftersom alla siffror ar olika finns det 6! 6-siffriga tal.

(b) Om alla siffror vore olika sa finns det 6! olika tal. Det finns 2! sitt att
permutera de tva ettorna som ar lika, och 3! satt att permutera de tre
tvaorna, sa bland de 6! talen sa forekommer varje permutation 2! - 3!

6!

ganger. Delar vi med denna faktor far vi svaret 575 = 60.

(¢) Vi anvander inklusion-exklusion: Lat U vara alla ord, lat A vara orden
med aa och B orden med bb. Visoker (AUB)¢ = |U|—|A|—|B|+|ANB)|
(rita Venn-diagram) som fér oss blir

1260 — 120 — 120 + 24 = 1044.

4. Berékna inversen till matrisen A nedan och 16s ekvationssystemet: (5p)
2 1 1 2r+y+2z =3
A=13 2 1 respektive 3r+2y+z =4
L1l rty+z =2

Losning. Vi stéiller upp matrisen brevid identitetsmatrisen, som vi sedan
Gauss-eliminerar:

21 1{1 00 111|001 1 1 1j]0 0 1
32101 0}~1211}j100}~]10 -1 -1/10 -2
1 1 1/0 01 321010 0 -1 -2/0 1 =3

Vi byter tecken i rad 2, och eliminerar i rad 1 och 3:

10 0] 1 0 -1 100
01 1{-1 0 2|~[01O0}-2 1 1
00 -1(-1 1 -1 001} 1 -1 1



Inversen blir alltsa

Notera att A ar koefficientmatrisen for ekvationssystemet och att A ar in-
verterbar. Detta innebar att systemet har en unik l6sning som ges av

x 1 0 -1 3 5

yl=1-2 1 1 4 | =|—4

z 1 -1 1 —2 -3
Systemet har alltsa 1osningen x =5, y = —4, z = —3.

. (a) Lat u=(1,2,1) och v = (3,1,2). Finn en nollskild vektor som é&r orto-
gonal mot bade u och v.

(b) Om fy, f;, f3 utgér en ON-bas, vad gar det att sdga om |f;|, f; - £ samt
fy - 37

(c) Bestam talen a, b och ¢ i matrisen nedan sa att matrisen blir ortogonal.

1 (@ 6 9
I 9 —6 2
6 b

Lésning. (a) Vitar kryssprodukten av vektorerna. Enligt determinanttricket
ges denna av

e} ey e3
1 2 1]|=e(2:2—=1-1)—ey(1-2—3-1)+e3(1-1—3-2) = (3,1, —5).
3 1 2

Denna ar ortogonal mot bade u och v.

(b) Vi har att |f;| = 1 d& N:et i ON star for normerad, dvs. langd 1. Vidare,
f; - £, = 0 d& vektorer &r parvis ortogonala. Slutligen, f3 - f3 = |f3]> =
12 =1.

(c) For att de tva forsta raderna ska vara ortogonala, har vi att
(a,6,9)-(9,-6,2) =0 = 9a—36+18=0 —= a=2.
De tva forsta kolonnerna ska ocksa vara ortogonala, sa

(2,9,6) - (6,—6,b) =0 => 12— 54+6b=0 = b="T.

(1p)
(1p)

(3p)



Slutligen, forsta och sista kolonnen ska ocksa vara ortogonala, sa
(2,9,6)-(9,2,¢) =0 = 18+ 184+ 6c=0 = c= —6.

Matrisen blir da

1 2 6 9
11 9 -6 2
6 7 —6

6. Lat T : R® — R? vara den linjira avbildning som speglar en vektor i R3
vinkelratt i planet x + 2z = 0.

(a)
(b)
(c)

Lat u= (1,1,1). Bestam T'(u).

Bestédm avbildningsmatrisen for 1" i standardbasen.

Vekt(?rerna f, = %(1,0, 1), £, = %(1,0, —1), f3 = (0,1,0) utgdr en bas
for R3. Bestam avbildningsmatrisen A for T i basen (fy, f5, f3).

Lésning. (a) u= (1,0,1)+(0,1,0)sa T'(u) = 7'(1,0,1)+7(0, 1,0). Eftersom

(0,1,0) ar vinkelrat mot (1,0,1) s& avbildas denna pa sig sjalv, och
7(1,0,1) = (—1,0,—1) da detta &r normalvektorn till planet. Alltsa
géller

T(u)=(-1,0,-1)+(0,1,0) = (—1,1,—-1).

Alternativt kan man anvinda avbildningsmatrisen i (b), for att bestam-
ma 7'(1,1,1).

Formeln for spegling av v i ett plan med normalvektor n ges av

v-n

n

Vspegling = V — 2 |1’l‘2 .

Vi sitter in n = (1,0,1) och v some de tre vektorerna som utgdr stan-

dardbasen. Detta ger att

T(er) = (1,0,0) — 21(1,0,1) = (0,0, —1),
T(es) = (0,1,0) — 25(1,0,1) = (0,1,0),
T(es) =(0,0,1) —25(1,0,1) = (—1,0,0),

och avbildningsmatrisen blir



(c) Vektorn f; ar parallell med (1,0, 1) och avbildas pa —f;. De tva andra
vektorerna ar vinkelrdta med (1,0, 1) och avbildas pa sig sjilva. Avbild-
ningsmatrisen blir da

-1 0

0
0 1
0 0

— O



