STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISK STATISTIK

Tentamen for kursen
Linjara statistiska modeller

18 augusti 2023 14-19

Ezaminator: Ola Hossjer, tel. 070/672 12 18, ola@math.su.se

Aterldmning: Meddelas via kurshemsida och webbaserat kursforum.

Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-

tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det giller dven att
25(1)~ 3.8

X0.05 -©

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt

16st uppgift ger 10 poéng. Foljande grinser géller for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

Betrakta den enkla linjara regressionsmodellen med responsvariabler

Yi=a+p(xi—2)+¢e, i=1,...,N, (1)

och oberoende feltermer ¢; som uppfyller E(e;) = 0 och Var(g;) = o2. Lat

vidare & och B vara minsta kvadrat-skattningarna av & och .

a) Uttryck kovariansmatrisen

( Var(Ac:v)A Cov(&,ﬁ))
Cov(a,p)  Var(p

for parameterskattningarna & och B med hjilp av feltermsvariansen o2, de
forklarande variablerna x; och antalet observationer N. (3p)
b) Ange ytterligare en egenskap hos feltermerna {Ei}fil som medfor att
skattningarna & och B av intercept och lutning ar oberoende stokastiska
variabler. (2 p)
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c) Lat x; och Y; svara mot inflationstakten och bostadsréantan (bada ut-
tryckta i procent) under N olika tidpunkter, samt anta att Y; &r normalférde-
lad. Parametern 8 anger alltsa hur kénslig rdntan ar for dndringar i inflation-
stakten. Man utgick fran ett datamaterial dar inflationstakt och réntesats
observerades vid N = 20 tidpunkter med sa stort avstand att oberoendean-
tagandet mellan feltermerna i (1) kan antas gélla. Ange ett 95% konfidensin-
tervall for § om minsta kvadrat-skattningen &r B = (.8, medelkvadratsum-
man for residualer & Mkvs(Residual) = 0.45, samt 322, (z; — 7)? = 29.2.
(Ledning: Du kan anvénda den bifogade tabellen med F-kvantiler for att

beréikna den t-kvantil du behdver genom sambandet ¢,,/5(f) = \/F(1, f).) (5p)

Uppgift 2

Ett foretag ar stationerat i N = 20 olika regioner. Man understker hur
den salda kvantiteten Y; av dammsugare under ett ar i de olika regionerna
i = 1,...,20 forklaras av fyra variabler enligt en multipel linjar regres-
sionsmodell (grundmodell). Dessa forklarande variabler ar pris (x1;), antal
konkurrerande foretag (x2;), hushallens medelinkomst (x3;) och genomsnitt-
liga bostadsyta (z4;) i respektive region. En minsta kvadrat-analys gav
forklaringsgraden R = 0.756.

a) Uttryck RZ med hjilp av responsvariablerna Y;, deras medelvirde Y och
skattade vantevarden fi;. (3p)
b) Eftersom medelinkomst och bostadsyta &r korrelerade gjordes dven en
anpassning till en hypotesmodell utan bostadsyta som forklarande variabel.
Men erhéll da forklaringsgraden R? = 0.721. Uttryck R3 — R? med hjilp av
responsvariablerna, deras medelvirde Y och skattade vintevirden fi; och le
enligt grund- och hypotesmodellen. (Ledning: Borja med att uttrycka R?
som i a), fast med ji; istéllet for fi;.) (3 p)
c) Utnyttja a) och b) for att visa att

(R§ — RY)/(k —1)
(1 - R3)/(N — k)
nir grundmodellen (med k parametrar) testas mot hypotesmodellen (med [
parametrar). (2 p)

F-kvot =

d) Testa pa signifikansnivan 5% om grundmodellen ger en signifikant béttre
anpassning till data &n hypotesmodellen. (Ledning: Borja med att ange k
och [. Bade grundmodellen och hypotesmodellen innehaller, forutom effekt-
parametrar, ett intercept.) (2 p)

Uppgift 3

En medicinsk forskargrupp misstanker att en muterad variant en viss gen or-
sakar forsamrad d&mnesomsattning. Sedan tidigare vet man att &mnesomsatt-
ningen dven paverkas av graden av motion (miljo- eller livsstilseffekt). For
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att undersoka om en genetisk komponent foreligger registrerades d&mnes-
omséttningen Yy, for olika nivaer ¢ = 1,2, 3 av den genetiska faktorn (svaran-
de mot att ingen, en eller tva muterade varianter arvts ned fran foraldrarna),
samt j = 1,2, 3,4 for graden av motion. For varje nivakombination 4, j del-
tog k = 1,...,3 personer. Resultatet framgar av foljande kvadratsummor,
som utgor en del av forsokets variansanalystabell:

’ Variationskalla \ Kvs ‘

Gen 4.1
Miljé 13.4
Samspel 18.2
Residual 26.1
Totalt 61.8

a) Utga fran en variansanalysmodell (typ I) med tvasidig indelning och testa
pa nivan 5% om det foreligger nagot samspel mellan arv och milj6. (5 p)

b) Testa pa nivan 5% om den genetiska faktorn &r signifikant. (5p)

Uppgift 4
Lat
Xt =1 X1+ P2 Xi—2 + &4

vara en stationdr AR(2)-process, med |¢1]|+|¢2| < 1, och med oberoende och
normalférdelade feltermer &, ~ N(0,02). Vi antar att Xp = (X1,..., X7)
ar observerad och vill prediktera framtida varden X;,; av processen med
Xryr = B(Xpx|X7) for k = 1,2, . ... Motsvarande forvéntade, kvadratiska
prediktionsfel &r MSEPy, = E[(X7, — X7.1)%]. (Det antas att ¢; och ¢y &r
kénda, sa att det predikterade vardet XT+k kan berdknas for k£ =1,2,....)
a) Ge explicita uttryck for XTH and XT+2. (Ledning: Det enklaste ar att

forst uttrycka Xpyx som funktion av X7 och feltermer erq,...,epr g och
dérefter bilda E(Xp4x|X7).) (4 p)
b) Anvind rdkningarna i a) for att berdkna MSEP; och MSEP, for predik-
torerna XT+1 respektive XT+2- (4 p)

c) Vad blir gransvéirdet av MSEP; da k — 00?7 (Ledning: Inga langa
rakningar krévs, och svaret kan uttryckas med hjilp kovariansfunktionen
v = Cov(Xy, X¢4q), for lampligt 1.) (2 p)
Uppgift 5
Anta att vi har en multipel linjar regressionsmodell

Yi=a+ b1z — 1)+ ..+ Bn(Tmi — Tm) +&iy, i=1,...,N  (2)

med (centrerat) intercept &, effektparametrar 3 = (81, . .., Bm)? och oberoende
feltermer ¢; ~ N (0, 02).
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a) Ange ett uttryck for kovariansmatrisen for minsta kvadrat-skattningen
B av B. (Ledning: Den innehéller 02 och S = XTX, dir X &r den del av
designmatrisen som hérror fran de forklarande variablerna. Bade kovarians-
matrisen for 3, samt matrisen X, ska anges.) (3 p)

b) Variansinflationsfaktorn (VIF) ar ett matt pa hur mycket variansen hos
skattningen Bj av en viss effektparameter 5; (1 < j < m) paverkas av
kollineéritet med de andra forklarande variablerna x, k # j. Definiera
VIF. (3p)

c) Visa att i fallet m = 2 sa ges VIF for den forsta forklarande variabeln

(G=1)i(2) av
1

VIF = — ol
dir R? ar forklaringsgraden i en enkel linjir regression med den forsta
forklarande variabeln @y = (211, ...,71n5)" i ursprungsmodellen (2) som re-
sponsvektor och den andra forklarande variabeln s = (221, ..., 2on)7 i ur-
sprungsmodellen (2) som férklarande variabel. (Ledning: Du far utan bevis
anvinda att R? dr kvadraten Cov?(z1, 22)/[Var(z; ) Var(zz)] pa korrelations-
koefficienten mellan vektorerna a1 och xy, om dessa tolkas som diskreta
fordelningar dér varje element i respektive vektor har sannolikhet 1/N.) (4 p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




