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Uppgift 1

a) Kovariansmatrisen ges av(
σ2

N 0

0 σ2∑20
i=1(xi−x̄)2

)
.

Eftersom den är diagonal är skattningarna av α̃ och β okorrelerade.

b) Om feltermerna εi ∼ N(0, σ2) är normalfördelade s̊a är ( ˆ̃α, β̂)T en tv̊adimen-
sionellt normalfördelad stokastisk variabel med kovariansmatris som i a). Ef-
tersom okorrelerad och oberoende är synonyma begrepp för flerdimensionellt
normalfördelade stokastiska variabler s̊a följer d̊a att ˆ̃α och β̂ är oberoende.

c) Med hjälp av ledningen och tabellen med F -kvantiler f̊as den t-kvantil
som behövs för att bilda konfidensintervall för β enligt

t0.025(N − 2) = t0.025(18) =
√

F0.05(1, 18) =
√
4.4 = 2.10.

Feltermernas standardavvikelse skattas med

σ̂ =
√

Mkvs(Residual) =
√
0.45 = 0.671.

Ett 95% konfidensintervall för β ges därför av

Iβ = β̂ ± t0.025(18) ·
σ̂√∑20

i=1(xi − x̄)2
= 0.8± 2.10 · 0.671√

29.2
= (0.539, 1.061).

Uppgift 2

a) Förklaringsgraden kan uttryckas med hjälp av tv̊a kvadratsummor i en
variansanalysmodell där grundmodellen testas mot en modell som endast
har ett intercept. Det följer att

R2
0 =

Kvs(Regression)

Kvs(Total)
=

∑20
i=1(µ̂i − Ȳ )2∑20
i=1(Yi − Ȳ )2

=
∥µ̂− Ȳ ∥2

∥Y − Ȳ ∥2
, (1)
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där Y = (Y1, . . . , YN )T och µ̂ = (µ̂1, . . . , µ̂N )T är kolumnvektorer med
observationer och deras skattade väntevärden enligt grundmodellen, samt
Ȳ = (Ȳ , . . . , Ȳ )T .

b) Förklaringsgraden för hypotesmodellen med x1, x2 och x3 som prediktorer
f̊as genom att byta ut µ̂i mot ˆ̂µi i a). Det ger

R2
1 =

∑20
i=1(

ˆ̂µi − Ȳ )2∑20
i=1(Yi − Ȳ )2

=
∥ˆ̂µ− Ȳ ∥2

∥Y − Ȳ ∥2
, (2)

där ˆ̂µ = (ˆ̂µ1, . . . , ˆ̂µN )T är en kolumnvektor med skattade väntevärden för
observationerna enligt hypotesmodellen. Genom att ta differensen av (1) och
(2) ser vi att

R2
0−R2

1 =

∑20
i=1(µ̂i − Ȳ )2 −

∑20
i=1(

ˆ̂µi − Ȳ )2∑20
i=1(Yi − Ȳ )2

=

∑20
i=1(µ̂i − ˆ̂µi)

2∑20
i=1(Yi − Ȳ )2

=
∥µ̂− ˆ̂µ∥2

∥Y − Ȳ ∥2
,

(3)
där Pythagoras sats utnyttjades i andra ledet.

c) Ytterligare en användning av Pythagoras sats ger

20∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 =
20∑
i=1

(Yi − µ̂i)
2 +

20∑
i=1

(µ̂i − Ȳ )2. (4)

Genom att sätta in (4) i uttrycket (1) för grundmodellens förklaringsgrad,
ser vi att

1−R2
0 =

∑20
i=1(Yi − Ȳ )2 −

∑20
i=1(µ̂i − Ȳ )2∑20

i=1(Yi − Ȳ )2
=

∑20
i=1(Yi − µ̂i)

2∑20
i=1(Yi − Ȳ )2

=
∥Y − µ̂∥2

∥Y − Ȳ ∥2
.

(5)
Slutligen kombinerar vi (3) och (5), för att uttrycka

F-kvot =
∥µ̂− ˆ̂µ∥2/(k − l)

∥Y − µ̂∥2/(N − k)
=

(R2
0 −R2

1)/(k − l)

(1−R2
0)/(N − k)

med hjälp av de tv̊a förklaringsgraderna, där k = 5 och l = 4 är antalet pa-
rametrar i grund- respektive hypotesmodellen, medan N = 20 anger antalet
observationer.

d) Insättning av givna värden fr̊an c) ger

F-kvot =
(R2

0 −R2
1)

(1−R2
0)/(20− 5)

=
(0.756− 0.721) · 15

1− 0.756
= 2.15.

Eftersom detta värde understiger F0.05(k − l, N − k) = F0.05(1, 15) = 4.5
s̊a kan vi inte förkasta hypotesmodellen, och väljer allts̊a att endast ta med
de tre första förklarande variablerna pris, antal konkurrerande företag och
hush̊allens medelinkomst.
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Uppgift 3

a) Antalet frihetsgrader för samspel är (3−1)(4−1) = 6, och för residualerna
3 · 4(3− 1) = 24. Det ger

F-kvot =
Mkvs(Samspel)

Mkvs(Residual)
=

Kvs(Samspel)/6

Kvs(Residual)/24
=

18.2 · 24
26.1 · 6

= 2.79.

Eftersom detta värde överstiger F0.05(6, 24) = 2.5 s̊a är samspelet mellan
arv och miljö (med knapp marginal) signifikant p̊a niv̊an 5%.

b) Antalet frihetsgrader för den genetiska faktorn är 3− 1 = 2. Det ger

F-kvot =
Mkvs(Gen)

Mkvs(Residual)
=

Kvs(Gen)/2

Kvs(Residual)/24
=

4.1 · 24
26.1 · 2

= 1.89.

Eftersom detta värde understiger F0.05(2, 24) = 3.4 s̊a är den genetiska fak-
torn inte signifikant i sig själv (endast om den kombineras med miljöeffekten
enligt a)).

Uppgift 4

a) Eftersom
XT+1 = ϕ1XT + ϕ2XT−1 + εT+1

följer att

X̂T+1 = E[ϕ1XT + ϕ2XT−1 + εT+1|XT ]
= E[ϕ1XT + ϕ2XT−1 + εT+1|XT−1, XT ]
= ϕ1E[XT |XT−1, XT ] + ϕ2E[XT−1|XT−1, XT ] + E[εT+1|XT−1, XT ]
= ϕ1XT + ϕ2XT−1,

där vi i sista ledet utnyttjade att εT+1 är oberoende avXT−1 ochXT (som ju
beror av feltermer fram till och med tiden T ). För k = 2 f̊as p̊a motsvarande
sätt

XT+2 = ϕ1XT+1 + ϕ2XT + εT+2

= ϕ1(ϕ1XT + ϕ2XT−1 + εT+1) + ϕ2XT + εT+2

= (ϕ2
1 + ϕ2)XT + ϕ1ϕ2XT−1 + ϕ1εT+1 + εT+2.

Med liknande räkningar som för X̂T+1 ger det

X̂T+2 = E[(ϕ2
1 + ϕ2)XT + ϕ1ϕ2XT−1 + ϕ1εT+1 + εT+2|XT ]

= (ϕ2
1 + ϕ2)XT + ϕ1ϕ2XT−1.

b) Det följer av a) att vi för k = 1 och k = 2 f̊ar prediktionsfelen

XT+1 − X̂T+1 = εT+1,

XT+2 − X̂T+2 = ϕ1εT+1 + εT+2.
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Det ger förväntade, kvadratiska prediktionsfel

MSEP1 = E[ε2T+1] = Var(εT+1) = σ2
ε ,

MSEP2 = E[(ϕ1εT+1 + εT+2)
2] = Var[ϕ1εT+1 + εT+2] = (ϕ2

1 + 1)σ2
ε ,

där vi i sista ledet utnyttjade att εT+1 och εT+2 är oberoende.

c) Eftersom {Xt} är en stationär process gäller att ρk = Corr(Xt, Xt+k) → 0
d̊a k → ∞. D̊a {Xt} är en normalprocess s̊a är okorrelerad samma sak som
oberoende. Det innebär attXT+k är approximativt oberoende avXT för sto-
ra k, och s̊aledes gäller approximativt X̂T+k = E(XT+k|XT ) ≈ E(XT+k) =
0. Det ger ett förväntat kvadratiskt prediktionsfel

MSEPk = E[(XT+k − X̂T+k)
2] ≈ E[X2

T+k] = Var(XT+k) = γ0

d̊a k är stor.

Uppgift 5

a) Den del av designmatrisen som härrör fr̊an de m förklarande variablerna
är

X =

 x11 − x̄1 . . . xm1 − x̄m
...

...
x1N − x̄1 . . . xmN − x̄m

 .

Vidare är
S = XTX = (sjk)

m
j,k=1

en kvadratisk matris av ordning m, med sjk =
∑N

i=1(xji − x̄j)(xki − x̄k).
Om kolumnerna i designmatrisen är linjärt oberoende s̊a är S inverterbar.
Kovariansmatrisen för effektparameterskattningarna β̂ ges d̊a av

Var(β̂) = σ2S−1.

b) Variationsinflationsfaktorn för βj är kvoten mellan variansen Var(β̂j) för

MK-skattningen β̂j och det värde Var0(β̂j) = σ2s−1
jj denna varians skulle

haft om motsvarande j:te kolumn i X var ortogonal mot dess övriga kolum-
ner. Med andra ord f̊ar vi

VIF(β̂j) =
Var(β̂j)

Var0(β̂j)
=

σ2(S−1)jj

σ2s−1
jj

= sjj(S
−1)jj .

c) Med m = 2 förklarande variabler f̊as

S−1 =
1

s11s22 − s212

(
s22 −s12

−s12 s11

)
.
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Det ger

VIF(β̂1) = s11(S
−1)11 =

s11s22
s11s22 − s212

=
1

1− s212
s11s22

=
1

1−R2
1

,

där vi i sista steget utnyttjade ledningen för att dra slutsatsen

R2
1 =

Cov2(x1,x2)

Var(x1)Var(x2)
=

[
1
N

∑N
i=1(x1i − x̄1)(x2i − x̄2)

]2
1
N

∑N
i=1(x1i − x̄1)2 · 1

N

∑N
i=1(x2i − x̄2)2

=
s212

s11s22
.


