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Uppgift 1

a) Kovariansmatrisen ges av

0.2
<N 0 )
0 sozp

Eftersom den &r diagonal &dr skattningarna av & och S okorrelerade.

b) Om feltermerna &; ~ N (0, 02) &r normalférdelade sa ér (&, )7 en tvadimen-
sionellt normalférdelad stokastisk variabel med kovariansmatris som i a). Ef-
tersom okorrelerad och oberoende &r synonyma begrepp for flerdimensionellt

normalférdelade stokastiska variabler s foljer da att & och /3 #r oberoende.

¢) Med hjilp av ledningen och tabellen med F-kvantiler fas den ¢-kvantil
som behdvs for att bilda konfidensintervall for 5 enligt

t0.025(N — 2) = t0.025(18) = /Fh.05(1, 18) = V4.4 = 2.10.

Feltermernas standardavvikelse skattas med

6 = \/Mkvs(Residual) = v/0.45 = 0.671.

Ett 95% konfidensintervall for 8 ges déarfor av

) 5 0.671
Is = B = to25(18) - J = 084210 ——— = (0.539,1.061).
Y (i — 7)? V292

Uppgift 2

a) Forklaringsgraden kan uttryckas med hjilp av tva kvadratsummor i en
variansanalysmodell dédr grundmodellen testas mot en modell som endast
har ett intercept. Det foljer att

, _ Kvs(Regression) _ Y%, (i — V) _ [lu— Y|?

R — — — = —
0 Kvs(Total) YRV -Y)?2 Y -Y|¥

(1)
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dir Y = (Y1,...,YN)T och o = (fu,...,an)" #r kolumnvektorer med
observationer och deras skattade véntevirden enligt grundmodellen, samt
Y —(V,... 7).

b) Forklaringsgraden for hypotesmodellen med x4, x2 och 23 som prediktorer
fas genom att byta ut fi; mot fi; i a). Det ger

R = (i =¥ _ a=Y?

YR Y-y Y =Y

(2)

dér ,ﬂ = (ﬁl, cee ﬁN)T ar en kolumnvektor med skattade vintevirden for

observationerna enligt hypotesmodellen. Genom att ta differensen av (1) och
(2) ser vi att

Z?&(ﬂi — Y)2 - 21221(/§z - Y)2
SR —Y)?

dar Pythagoras sats utnyttjades i andra ledet.

pa)? i — ]l

)2y -Y|¥
(3)

2 p2 _ _ 2?21(/%‘ -
Ri—Ri = = =5
>im(Yi—

¢) Ytterligare en anvindning av Pythagoras sats ger

20 B 20 20 ~
S -V2=3 - )+ > (- V)2 (4)
=1 =1 =1

Genom att sitta in (4) i uttrycket (1) for grundmodellens forklaringsgrad,
ser vi att

g SRV SR G-V SR Vi) Yl

Sy (Y; — V)2 Yi(Yi-Y)2 Y - Y\(|2)

5

Slutligen kombinerar vi (3) och (5), fér att uttrycka

_ la—AlP/k =0 (R§-R}/(k—1)

O = Y AN k) (1- RD)/(N k)

med hjilp av de tva forklaringsgraderna, dér k = 5 och [ = 4 &r antalet pa-
rametrar i grund- respektive hypotesmodellen, medan N = 20 anger antalet
observationer.

d) Insdttning av givna vérden fran c) ger
(R2 — R?) (0.756 — 0.721) - 15

F-kvot = - —2.15.
YT - R2)/(20 - 5) 1 0.756

Eftersom detta virde understiger Fyos(k — I, N — k) = Fpo5(1,15) = 4.5
sa kan vi inte forkasta hypotesmodellen, och véljer alltsa att endast ta med
de tre forsta forklarande variablerna pris, antal konkurrerande féretag och
hushallens medelinkomst.
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Uppgift 3

a) Antalet frihetsgrader fér samspel dr (3—1)(4—1) = 6, och for residualerna
3-4(3 —1) = 24. Det ger

Folvot — Mkvs(San.lspel) _ Kvs(SaI?aspel)/G _182-24 970,
Mkvs(Residual)  Kvs(Residual)/24 ~ 26.1-6

Eftersom detta virde overstiger Fjo5(6,24) = 2.5 sa dr samspelet mellan
arv och miljo (med knapp marginal) signifikant pa nivan 5%.

b) Antalet frihetsgrader for den genetiska faktorn &r 3 — 1 = 2. Det ger

F-kvot = Mkvs(Gen) o Kvs(Gen)/2 _41-24

= = = 1.89.
Mkvs(Residual)  Kvs(Residual)/24  26.1-2

Eftersom detta virde understiger Fj o5(2,24) = 3.4 sa dr den genetiska fak-
torn inte signifikant i sig sjélv (endast om den kombineras med milj6effekten
enligt a)).

Uppgift 4
a) Eftersom

Xrp1 = g1 Xr + G2 Xr-1 + 71
foljer att

Xri1 = Elp1 X+ ¢oXp_1 + erp1| X 7]

Elp1 X7+ pa X1 + er1| X1, X7]

o1 E[X7| X711, X7| + 92 E[ X7 1| X171, X7] + Eler 11| X171, X7
= 01 X7+ P2 X1,

dér vi i sista ledet utnyttjade att epy; dr oberoende av Xp_1 och X7 (som ju
beror av feltermer fram till och med tiden 7). Fér k = 2 fas pa motsvarande
satt
X112 = 01 X741+ 02 X7 + ey
= 11 X1+ G2 X7 1 +eri1) + P2 X1 +ery2
= (¢ + ¢2) X1 + 102X 11 + d1E741 + ETy2.

Med liknande rédkningar som for XT+1 ger det

Xri2 = E[(¢3 + ¢2) X1 + o102 X171 + d1er41 + eri2| X 7]
= (¢34 ¢2) X1 + P12 X7_1.

b) Det foljer av a) att vi for k = 1 och k = 2 far prediktionsfelen

Xry1— X111 = erga,
X142 — X112 = ¢16741 +e742.
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Det ger forvintade, kvadratiska prediktionsfel

MSEP; = Ele},,] = Var(ers1) = o2,
MSEPy = E[(¢16741 + er42)?] = Var[preri1 + erga] = (47 + 1)02,

dér vi i sista ledet utnyttjade att er,1 och 49 dr oberoende.

c) Eftersom {X;} &r en stationér process géller att pp = Corr(X, Xiyr) — 0
da k — oo. Da {X;} dr en normalprocess sa ér okorrelerad samma sak som
oberoende. Det innebér att X7 &r approximativt oberoende av X ¢ {6r sto-
ra k, och saledes giller approximativt XT+k = EBE(Xp4k|X7) = E(X7p1k) =
0. Det ger ett forvéantat kvadratiskt prediktionsfel

MSEP;, = E[(X11x — XT+k)2] ~ E[XYQ“-Hq] = Var(X74x) = 0

da k ar stor.

Uppgift 5
a) Den del av designmatrisen som héarrér fran de m forklarande variablerna
ar
11— %1 ... Tml — Tm
X =
TIN—T1 ... TN — ITm
Vidare &r

S=XTx = (8i%)

. . . N _ _
en kvadratisk matris av ordning m, med s = > ;" (25 — T;)(Thi — Ti).
Om kolumnerna i designmatrisen &r linjart oberoende sa dr S inverterbar.
Kovariansmatrisen for effektparameterskattningarna G ges da av

Var(3) = 028~ 1.

b) Variationsinflationsfaktorn for 3; ar kvoten mellan variansen Var(Bj) for
MK-skattningen Bj och det vérde Varo(Bj) = 023;]-1 denna varians skulle
haft om motsvarande j:te kolumn i X var ortogonal mot dess 6vriga kolum-
ner. Med andra ord far vi

3 1y
Vor(5y) _ o( 71)” = 55;(871);-

VIF(B;) = Varo(;) oy

¢) Med m = 2 forklarande variabler fas

S 1 522 —S12
811822—8%2 —S12 811



Linjéra statistiska modeller, 18 augusti 2023

Det ger

511522 _ 1 1

VIF(f1) = 511(S™ )11 = B - |
(51) ( ) S§11822 — 5%2 - % b R%

dér vi i sista steget utnyttjade ledningen for att dra slutsatsen

2
1 N _ _
Cov?(z1,2) [N > im1 (1 — Z1) (22 — T2) s

R? =

U™ Var(e)Var(zs) LN @ —31)? 23N (20— 39)2 suS22




