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Lo6sningsforslag
1. (a) (1p) L&t vy, v, ..., v, vara n olika vektorer i ett vektorrum V 6ver en kropp F. Ange definitionen
av att {vy,ve,...,v,} &r en bas for V.

(b) (2p) Visa att {1,z,22,23} &r en bas for P3(R).
(c¢) (2p) Lat V = P5(R) och lat

v =14z, 1}2:x—|—9c27 1)3:9524—9637 v4:x3+1
vara fyra element i V. Avgor om vektorerna {vi,vq,v3,v4} &r en bas for V eller inte (och kom
ihAg att motivera noggrant).
Lo6sning

(a) Méngden {vy,...,v,} utgdr en bas for V om den spanner upp V och &r linjéirt oberoende.

(b) Eftersom varje polynom p(z) € P3(R) kan skrivas pa formen p(z) = ag-1+a;-w+az 2> +az-2® for
nagra skalirer a; (dvs som en linjirkombination av vektorerna 1, z, 2 och %) sa spinner mingden
upp P3(R). Det riicker alltsd nu att visa att vektorerna 1, x, 2 och 23 ir linjirt oberoende. Om
ag-14+aq-z+as-x%+as 23 dr 0-polynomet for nagra skaldrer a;, dd maste ag = a1 = as = az = 0.
Alltsa dr vektorerna linjért oberoende, och diirmed utgoér méngden {1, z, x2, 23} en bas for P3(R).

(¢) Vektorerna utgor inte en bas for V), eftersom de inte &r linjirt oberoende:
v — vy vy —v4 =0
(dvs vi kan forma en icke-trivial linjirkombination av vektorerna som ger oss 0-vektorn).

Svar: Vektorerna utgor inte en bas for V.



2.

(a)
(b)

(2p) Lat T : V. — V vara en linjir operator pa ett F-vektorrum V. Ange definitionerna av
begreppen egenvektor och egenvdrde for T, samt vad det betyder for T att vara diagonaliserbar.

(3p) Lat T : R? — R? vara den linjéra operatorn (pa R-vektorrummet R?) som ges av

0 1 0 Iy
T(x1,29,23)=[—-1 0 0 To
0 0 1 T3

Berékna alla egenvirden for T och baser for de tillhérande egenrummen, samt avgér om T &r
diagonaliserbar.

Losning

(a)

(b)

En vektor v € V kallas en egenvektor for 7' med egenvirde A € F om v # Oy och T'(v) = Av.
Avbildningen T kallas diagonaliserbar om det finns en bas for V' bestdende av egenvektorer for T

Ekvivalent: om det finns en bas B for V sidan att matrisen [T]5 &r en diagonalmatris.

Vi har att T'(z1, 22, 23) = (22, —21,x3), s
T(Z’l,{EQ,.Tg) = )\(Zl,.TQ,LL’g) < T9 = AZL’l, —Tr1 = )\:]32, T3 = )\%3.

Vi har en matrisrepresentation fér 7', och vi vet att T:s egenvirden motsvarar egenviardena av
den motsvarande matrisen. Dessa kan enligt utldrd sats hittas genom att 16sa den karaktaristiska
ekvationen det(A — tI) = 0:

-t 1 0
-1 -t 0 :0<:>(1—t)’
0 0 1-—¢

-t 1

. _t‘:o = (1-t)t+1)=0 < t=1

(eftersom vi arbetar dver kroppen R). Alltsd dr 1 det enda egenvirdet. Det motsvarande egen-
rummet F; definieras av

E={ve R3: T(w) =v} = {(z1,22,23) : ¥1 = x2, T3 = —x1, x3 = 23} = {(0,0,23) : z3 € R}.

Alltsa har Ey en bas {(0,0,1)}.

Eftersom T endast har 1 linjér oberoende egenvektor och R? ér 3-dimensionellt, sa finns det ingen
bas for R? bestaende av egenvektorer for T, och darmed &r 7T inte diagonaliserbar.

Svar: Det enda egenvirdet dr 1, med egenrum som har bas {(0,0,1)}. Avbildningen T &r inte
diagonaliserbar.



3. Betrakta polynomrummet P3(R) med inre produkten

1
(f.9) = / f@)g(z)dz  (Br f.g € P3(R)).

Lat V vara delméngden till P5(R) som bestar av alla polynom p med fol p(x) dx = 0.

(a)
(b)
(c)

(1p) Visa att V &ar ett delrum till P3(R).
(2p) Bestam en bas for V.

(2p) Bestam tva element i en ortogonal bas for V' samt ange hur en fullstdndig ortogonal bas for
V kan hittas som innehaller dessa tva.

Loésning

(a)

Enligt delrumstestet récker det att kolla att méngden V &r icke-tom och att den &r sluten under
addition och skaldrmultiplikation. Att den &r icke-tom &r enkelt, eftersom 0 € V. Sluten under
addition: om p,q € V, da ar

1 1 1
/O(p(z)+q(x))dx:/0 p(a:)dx+/0 g(x)de =04+0=0.

Slutligen, sluten under skaldrmultiplikation: om p € V' och a € R sa giller det att

/Olap(x)dx:a/olp(x)da::wO:O.

Ett godtyckligt polynom p € P3(R) har formen p(z) = ag + ai1x + asx? + azz®. Detta ligger i V
om och endast om

1
/ pla)de =0 <= ao+ ta1 + 2as + Jaz =0.
0

Denna ekvation har en 3-dimensional 16sningsméngd, som t.ex. spidnns upp av (ag, a1, as,as) €
{(1,-2,0,0),(1,0,-3,0),(1,0,0,—4)}, vilket motsvarar att V ar 3-dimensionell med bas

1—2z, 1-—32% 1—4a°.
Vi anvander Gram—Schmidts metod for detta. Forst later vi
u =1-—2x

och noterar att
1 1
ug||* = (1 — 2z, 1 — 22) :/0 (1—23:)2da::/0 (1 -4z +42”) do = L.

Vi tar sedan nésta vektor us som

Vi beradknar:

1 1
(1-32% 1—-22) :/0 (1—32%)(1—2x) da :/0 1-20—32°+62°dx = [z — 2 — 2% + %a:ﬂé =1

Alltsa ar
us = (1-32%) — 3(1 - 22) = -1 4+ 32 — 32>



Vektorerna uy,us utgor tva element i en ortogonal bas for V', da de ligger i V' och &r ortogonala
mot varande (per Gram-Schmidt). For att hitta ett tredje element i den ortogonala basen for V
kan vi fortsdtta Gram—Schmidt processen genom att ta

(1 — 423, uy) (1 — 423, us)

uz = (1 —4x3) — up —

us.

[ || [[uzl|?

Svar: Vektorerna 1 — 2z, —% + 32 — 322 utgdr tva element i en ortogonal bas for V.

4. Avgor vilka av foljande avbildningar som &r diagonaliserbara relativt en ON-bas (for respektive vek-
torrum).

1 2 3
(a) La:R* = R3dirA= [0 2 3
0 0 3
10 -1 2
(b) Lp:R? 5 R3dir B= -1 20 3
2 3 30

(©) LC:C2—>(C2dérC':G i)

(d) Lp:C? = C? diir D = C _Z1>

Lo6sning Den reella spektralsatsen séger att en linjar operator Ly pa R™ &ar diagonaliserbar relativt en
ON-bas fér R™ om och endast om matrisen X ar symmetrisk, dvs omm X = X*. Detta ger omedelbart
att avbildningen i (a) inte &r diagonaliserbar relativt en ON-bas for R?, medans den i (b) &r det, da
matrisen B dr symmetrisk.

Den komplexa spektralsatsen séger att en linjar operator Lx pa C™ dr diagonaliserbar relativt en ON-
bas for C™ om och endast om matrisen X &r normal, dvs omm X och X* kommuterar (X X* = X* X),
ddr X* dr X:s adjungerade matris.

. (1 i\ (1 =i\ _ (2 0

co=(; )& 7= 3)
Alltsa #r C* = 2C~!, sa C och C* kommuterar. Alltsa ér Lo diagonaliserbar relativt en ON-bas for
c2.
For (d):

L (1 i1 =i\ _ (2 -2
bp _<i —1) (—i —1)‘(21 2)’

e (1 =i\ (1 i\ (2 2
DD = (—i —1) (z —1) o <* *)'

Alltsa & D* D # D D*, sa Lp ar inte diagonaliserbar relativt en ON-bas for C?, enligt den komplexa
spektralsatsen.

For (c) berdknar vi:

medans

Svar: Avbildningarna Lg och L &r ortogonalt diagonaliserbara, och L 4 och Lp &r inte det.



5. (a) (1p) Lat A € M,,xn(R). Ange definitionen av att A &r en ortogonal matris.

(b) (4p) Beridkna en singulirvirdesuppdelning av matrisen

1 10
A= (O 0 1> S ngg(R).

Lo6sning

(a) Matrisen A kallas ortogonal om A A* = A*A =1.
(b) Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dér U och V ar ortogonala matriser och

N % 0 0
X = ( 0 g9 O) ’
dér o1 > 09 > 0 ar A:s singulérvirden.

Vi vet att de nollskilda singulédrvirdena for A precis motsvarar kvadratrétterna ur de nollskilda
egenvardena till A*A, s& vi berdknar denna matris.

Vi har att
10 1 10
A*A=1o(110):110
0 1 0 0 1
For att hitta egenviardena berdknar vi det karateristiska polynomet
det(A*"A—t-I)=1—-t)(1—1)>—-1) = (1 —t)(2—t)(-1).

Alltsa dr egenvirdena 0, 1 och 2, och dirmed #r singulirvirdena o, = v/2 och o = 1. Alltsa ges

matrisen ¥ av
s (V2 00
“\0 1 0/

For att hitta matrisen V' berdknar vi egenvektorer for A* A motsvarande egenvirdena.

For egenvirdet 2 subtraherar vi 2 fran diagonalelementen och rdknar ut nollrummet till matrisen

For egenvirdet 1 riaknar vi liknande:

Har spanns egenrummet Fq upp av enhetsvektorn

0
Vg = 0
1



Dessa tva vektorer kommer utgéra de forsta tva kolonnerna av V. Som den tredje kolonnen tar
vi enhetsvektorn

V3 = —= -1

V2 \ o

som &dr ortogonal mot v; och vy. Alltsa har vi

19 L
V2 V2
v=|<1 o —L
V2 V2
0 1 0

Det sista steget &r att hitta en matris U som uppfyller villkoren, vilket vi gér genom att bestdmma
dess kolonner w1, us, uz. For detta anvinder vi att Av; = o;u; for i = 1,2, dvs att u; = %Avi:

2 1
w = A =g <0) - <0)
0
Ug = %AUQ = (1>

Dessa tva vektorer utgor kolonnerna av den ortogonala matrisen U:
10
o=(p 9)-
Alltsa har vi:

Svar: En singularviardesuppdelning ges av A = U X V™, dar

1 9 L

_ (1 o0 _ (V2 0 0 (2 V3
U(O 1) 2(0 10) U [
0 1 0



6.

(a) (1p) Lat V och W vara vektorrum 6ver samma kropp F. Ange definitionen av att en avbildning
T:V = W ar linjdr.
(b) (3p) Lat T : V — W vara en bijektiv linjir avbildning och lat 7= : W — V vara den inversa
avbildningen, som uppfyller T-1(T'(v)) = v for alla v € V. Bevisa att 71 &r linjir.
(c) (1p) Lat T : R? — Py(R) ges av T(a,b) = 2a + (a + b)z. Ange en formel fér den inversa
avbildningen 7-! : Py (R) — R2.
L6sning

(a) Avbildningen T kallas linjar om det géller att T'(u 4+ v) = T'(u) + T'(v) och T'(av) = aT'(v) for alla
vektorer u,v € V och skaldrer a € F.

(b) Vi bérjar med att visa att T-H(w + 2) = T~ 1(w) + T~1(2) for alla w,z € W. Lat w,z € W.
Eftersom T #r bijektiv finns det u, v € V sddana att T'(u) = w och T'(v) = 2, néimligen u = T~ (w)
och v = T~1(z). Dérfor ér

T Hw+2) =T Tw) +TwW) =T (T(u+v) =u+v=T""(w)+T(2).

Vid den andra likheten har anvinde vi att T ar linjar.

Vi visar hérniist att 7! (aw) = aT~!(w) for alla vektorer w € W och skaliirer a € F. Lat igen
v="T"1(w), sd att w =T (v). Da ér

T Y aw) =T (aT(v)) = T"HT(av)) = av = aT~}(w).
Alltsa dr T linjér.
(c) Lat r +tx € P1(R). Da ar
T (r 4+ tx) = (a,b)
T(a,b) =r+tx

2a+ (a+ bz =r+tz
2a=rocha+b=t

(N

_ 1 —+_ 1
a=g3rochb=1t-3r.

Alltsa ges T~ ! av
T r+tx) = (3.t —37).



