MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
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Avd. Matematik 14 augusti 2023
Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Motivering kravs i varje uppgift. Varje uppgift ar vird 5 poing och
minst 15 poing, varav minst 4 fran teorifradgorna, krivs foér godkint.

1. Ber#kna flodesintegralen av vektorfaltet
u=(z+y,y+z2°)

ut ur enhetskuben [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] C R3. Lésningsforslag: Vi observerar att enhetskuben begrinsas
av sex sldta ytor, vilket innebdr att kubens rand dr styckvis sldt. Da det givna vektorfiltet u dr ett
polyomiellt falt vilket betyder att varje komponent dr godtyckligt manga ganger deriverbar.

Vi kan alltsa tillimpa Gauss sats. Vi har

divu=1+1+2z=2+2z.

Den sokta flodesintegralens véirde dr alltsa

// u-ds = // divu dzdydz
oK K

dir K={0<2<1,0<y<1,0<2<1}. Vihar

1 1 gl 1
/ / / divudzdydz = 2vol(K) + / 2zdz = 3.
=0 Jy=0 J2=0 z=0

2. (a) Finns det nigon potential U(z,y,2) i R? till vektorfiltet
u=(1+y°2 2+ 2yz,y + zy°)

som uppfyller U(0,1,1) = 8?7 Ange i sddana fall denna potential. (4p)
(b) Beriikna kurvintegralen av u lings den positivt orienterade enhetscirkeln i yz-planet i R3. (1p)
Loésningsforslag:

(a) Vi soker alltsd en funktion U(x,y,z) sddan att
0,U =1+ 122
Integration av detta samband ger
Uz,y,2) =+ xy’z +V(y, 2)
ddr V' ar funktion som endast beror av y och z. Derivering ger
0,U = 2zyz + 0,V

vilket efter jamforelse med u ger kravet
0V =z,



sd att V(y,2) = yz + W(z) dir W endast beror av z. Alltsd har vi U(x,y,2) = x +yz + xy?z + W(2).
Vi far slutligen 0,U = y + zy?® + 0. W, och genom att jamfira med u inser vi att W(z) = C ger oss
potentialer pd formen

Uz,y,2) =z +yz+xy’z + C.
Vi eftersdker ett val av konstant C sdatt U(0,1,1) = 8: detta ger 1 + C = 8, det vill siga C = 7. Den
sékta potentialen dr alltsd U(x,y,2) = & +yz + xy?z + 7.

(b) Enligt en kdnd sats dr kurvintegralen av ett konservativt falt lings en enkel sluten kurva lika med 0.
Déd vi i (a) bestimde en potential till u kan vi alltsidra slutsatsen att den sokta kurvintegralens virde
ar lika med 0.

. (a) Berdkna flodesintegralen av

u = (2%, 2y, 2)

ut ur enhetssfiren i R3. (3p)

(b) (Teoriuppgift) Definiera rotationen av ett vektorfilt i R3. (1p)
(c) Bestam rotu for vektorfaltet u i (a). (1p)

Losningsforslag:

(a) Vi kan dterigen tillimpa Gauss sats eftersom sfiaren dr en slit yta och det givna vektorfaltet dr
polynomaellt. Vi har
divu=2x+2x+1=3z+ 1.

Pa grund av symmetri har vi fffB 3zdxdydz = 0 medan fffB ldzdydz = vol(B) = 4?”. Alltsé fas
4

JJgu-dS =7

(b) Se kursboken for definitionen av rotation av ett vektorfdlt.

(c) Vi har

€r €y €

O0r 0Oy 0, |=ez(0yz—0.2y)+ ey(azx2 — 0z2) + e, (0pxy — ﬁya:Q) = (0,0,y).

2 xy oz

. (a) (Teoriuppgift) Formulera Cauchys sats och Cauchys integralformel. (1p)

z3+z
~ 22+ 223 + 2

dér v = {z € C: |z + | = 1} orienterad moturs. (4p)

(b) Berikna kurvintegralen

Loésningsforslag:
(a) Se kompendiet for en formulering av och ett bevis for Cauchys sats och Cauchys integralformel.

(b) Vi observerar forst att linjdritet och Cauchys sats ger att

/ I 2B+ z d / d+/ 2242 _rtEr / 2241 d
z 2= | zdz 2= | ———— _dz
. 254223 + 2 25+ 223 4+ 2 L 242224177

ddr vi i sista steget har forkortat med z.

Vi observerar att z* + 222 + 1 = (2 — 9)?(2 + 4)%. Endast z = i ligger innanfor v. Vi har vidare
22+ 1= (2—14)(z+1). Alltsa fas

2241 (z—1)(z+1) / 1 1
ETVETY e |~ dr=2mio =
/z4—|—2z2+1 /v (z —1)%2(2+1)2 : 5 (z=1)(z +1) FTAmy T



5. (a) (Teoriuppgift) Formulera och bevisa Gauss sats. (3p)

(b) Kan Gauss sats anvindas for att berdkna flodet av vektorfaltet u = ( z) ut ur

1 1
22 4y2+22 7 zityitzd)
sfaren med radie 4 och centrum i (1,1,1)? (2p)

Lésningférslag: (a) Se kursboken for en formulering av och ett bevis for Gauss sats.

(b) Vi observerar att det givna vektorféltet u dr odefinierat dir x* +y? + 2% = 0 eller 2* +y* + 2% = 0.
Detta intriffar endast i origo. Men (0 —1)%2 4+ (0 —1)2 + (0 — 1)? = 3 < 4 vilket betyder att origo ligger
innanfor den givna sfaren vars centrum dar i (1,1,1) och vars radie dr 4. Sdledes dr forutsdttningarna
for Gauss sats inte uppfyllda.

6. (a) (Teoriuppgift) Lat {f;}7>, vara en f6ljd av reellvirda funktioner pa intervallet [0,1]. Definiera
vad som menas med att {fi} konvergerar punktvis till en funktion f. Definiera vad som menas med
att {fx} konvergerar likformigt till en funktion f. (2p)

(b) (Teoriuppgift) Lat nu {g;}7°, vara en foljd av reellvirda funktioner pa intervallet [0,1]. Om
foljden {gi} konvergerar likformigt pa [0,1] mot en kontinuerlig funktion g, méste da varje gy vara
kontinuerlig? Ge bevis eller motexempel. (3p)

Loésningsforslag:
(a) Se kompletteringskompendiet for dessa definitioner.

(b) Svaret pa fragan dr nej: till ezempel kan vi betrakta funktionerna gy som uppfyller gi(x) = % for
x €1[0,1]NQ och gp(x) =0 for irrationella tal i [0,1]. Dd konvergerar g, likformigt mot 0 men varje
gr. ar diskontinuerlig.

Skrivningen beriknas vara rittad onsdag 23 augusti 2023. Se kurshemsidan f6r information om aterldmning.



