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Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poing och minst 7,5 poing pa problemdelen
kriavs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

— (—1)* — (In(k))? - (1
(a) Z ( k) (b) Z hg(;_i_)];) (c) Zcos(kw) sin <k;2) .

k=1 k=1 k=1

Losningsforslag:

a) Denna serie konvergerar enligt Leibnitz kriterium. Den harmoniska serien > . . + dr divergent,
k=1%

varfor serien i (a) ej dr absolutkonvergent.

(b) Vi observerar att In(e + k%) = In[k?(1 + e/k)] = 2Ink + In(1 + e/k) vilket betyder att termerna i
serien i (b) inte gar mot noll. Alltsé ar serien divergent.

(¢) Vi noterar first att cos(km) = (—1)*. Vidare ger en Taylorutveckling att k*sin(1/k?) — 1 ndr
k — oo. Efter jimfirelse med ", % drar vi slutsatsen att serien i (c¢) dr absolutkonvergent, och
ddrmed dven konvergent.

2. (a) Kan
(22 + 2)?

f(x,y):ma

(z,y) # (0,0),

utvidgas till en kontinuerlig funktion pa hela R? genom ett limpligt val av f(0,0)?
(b) Existerar limg2y,2_, f(z) fér funktionen ovan?
Losningsforslag:
(a) Vi infor polira koordinater x = rcos® och y = rsin och far

el 2
72cos20 + 12 cosfsind + r2sinf 1 +sinfcosd’

f(rcosf,rsinf) =

Vidare har 1+ sin6 cos@ = 1+ 1 sin(26), och detta uttryck antar virden i [1/2,3/2]. Eftersom tiljaren
gar mot 0 ndr r — 0 far vi saledes lim, ) (0,0) f(x,y) = 0. Vi kan alltsd utvidga f till en kontinuerlig
funktion genom att sdtta f(0,0) = 0.

med begrinsad nimnare faslimg2 2, f(z,y) =

(b) Eftersom f i polira koordinater har formen H_Cogﬁ

00.
3. Bestdm samtliga stationdra punkter till funktionen
fla,y) =1+e" (2 —y)

samt avgor deras karaktar.

Losningsforslag:



Funktionen f ar godtyckligt manga ganger deriverbar i hela R?, varfor vi underséker kritiska punkter
dir Vf = 0. Vi har de partiella derivatorna
of of

= =e"y(a® 422 -1 —= =e"(2% - 1).
e e“y(z®+2x —1) och By e’ (x )

Eftersom exponentialfunktionen dr nollskild for alla reella argument har vi %1]; =0 om och endast om
x = +1. Vi har vidare %(il,y) =0 om och endast om y = 0.
Detta ger oss siledes de tvenne kritiska punkterna (1,0) samt (—1,0).

Fér att avgora dessa kritiska punkters karaktdr berdiknar vi funktionen f:s andraderivator. Vi har

2 2
%:ezy(szrllirl), 8aacafy =e%(z? + 22— 1)

samt

ey _

oy
Vi ser nu genast att %(:I:l, 0) = 0, vilket betyder att bida de rena andraderivatorna dr 0 i de kritiska
punkterna. Ddrmed far den associerade kvadratiska formen till f utseendet Cxy i bada punkterna, for
en nollskild konstant C, vilket betyder att dessa dr sadelpunkter.

. (a) Forklara varfor funktionen f(z,y) = 1 — 2z + y antar ett storsta och ett minsta virde under
bivillkoret 22 + 2y% = .

(b) Bestam dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.
Losningsforslag

(a) Vi observerar att bivillkoret x? + 2y*> = x kan skrivas om som x? — x + 2y* = 0, vilket efter
kvadratkomplettering far formen (v — %)2 +2y% = i. Denna ekvation beskriver en ellips, som speciellt
ar en sluten och begriansad och ddirmed kompakt mdngd. Dé funktionen f dr kontinuerlig antar f enligt
satsen om extremvdrden ett storsta och ett minsta vdrde.

(b) Sitt g(x,y) = 2* — x + 2y>. Vi stiller upp det sedvandliga determinantvillkoret for f och g och

erhdller
2z —1 4y

0:‘ -2 1

’:2x—1+8y.

Detta ger x = L — 4y. Insittning i bivillkoret g(x,y) = 0 ger oss ekvationen
2

2
1 1
——dy) — = —dy+2y° =
(2 y) 5 ~ Wty =0,

vilken har rétter y = :&:ﬁ. Vi fran detta punkten py = (% — %, ﬁ) ddr [ antar sitt storsta vdrde

flp) = %, samt paunkten Py = (% + g,—ﬁ) dar [ antar sitt minsta virde under bivillkoret,
namligen f(p2) = —575

. Betrakta funktionen
TYz

f(2,y,2) = m
pa méingden D = {(x,y,2) € R®: 2> 0,y > 0,z > 0}.
Vad &r supremum fér f pa D? Vad &dr infimum for f pa D?
Losningsforslag:

Férst noterar vi att f endast kan anta positiva vdrden i omradet D. Att f dr obegransad och dirmed
har sup f = oo kan inses genom att exempelvis betrakta f(x,x,x) = § och lata x — oo. Later vi istdillet
x — 0 fas f(x,z,2) — 0, vilket visar att inf f = 0.

Teoridel



6. Formulera och bevisa Cauchys integralkriterium.
7. Formulera och bevisa kedjeregeln fér sammansatta funktioner av typen ¢ — f(g(¢), h(t)).

Skrivningen berdknas vara rattad mandag august 28 2023. Se kurshemsidan for information om aterlamning.



