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Inga hjalpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poédng och minst 7,5 poing pa problemdelen
kravs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

o (D | 3 !
(@) > s (b)kz::lm (c) Z(l)kcos<k>.

k=1 k=1

Lésningsforslag:

Serien i (a) konvergerar absolut eftersom serien Y .- L &r en kint konvergent serie (p-serie med
k=1%

p = 3). Dérmed &r serien ocksa konvergent d& absolutkonvergens medfoér konvergens.

Observera att alla termer i serien i (b) &r positiva. Darmed &r konvergens i (b) liktydigt med absolut-
konvergens for denna serie. Serien konvergerar dock inte, eftersom 1/1In(2e + k) > 1/k vilket later oss
jarfora med Y7~ 1/k, den divergenta harmoniska serien.

Serien i (¢) ar divergent eftersom termerna i serien inte gar mot noll. Vi har ndmligen limy_, o, cos(1/k) =
1. Darmed &r serien i (c¢) speciellt inte absolutkonvergent.
2. (a) Avgor om
ot +yt
(22 + y2)2’
kan utvidgas till en kontinuerlig funktion pa cirkelskivan {(x,y) € R?: 2% + y? < 4}.

[l y) = (z,y) # (0,0),

(b) Existerar limg2 2o f(2,y)?
Lésningsforslag:
(a) Vi noterar forst att funktionen dr kontinuerlig i alla punkter i R? utom mojligtvis déir nimnaren

ar noll, vilket intraffar i origo. For att en kontinuerlig utvidgning skall vara md6jlig maste gransvirdet
for f existera dndligt i origo.

For att undersoka om sa &r fallet infor vi poldra koordinater x = r cos @, y = rsin 6. Detta ger

4 ool 4 g
f(rcosf,rsinf) = o (02—;2T S cos*(0) + sin*(0).
T

Det senare uttrycket ar ej oberoende hur man namar sig origo. Exempelvis har vi
1
f(r,r)= 3 medan  f(r,0) = 1.

Vi drar slutsatsen att funktionen f &ar begrénsad i punkterade planet, men saknar gransvérde i origo.
Saledes dr en kontinuerlig utvidgning ej majlig.

(b) Resonemanget i (a) medfor att gransvirde i odndligheten ocksd saknas eftersom flim, oo (r,7) =
1/2 medan lim,_, », f(r,0) = 1.



3. Bestdm samtliga stationéra punkter till funktionen

1
flz,y) =z +1n (2962 + xy? —x)

samt avgor deras karaktar.
Lésningsforslag:

Vi berdknar forst de partiella derivatorna till f. Vi har

of r+y? -1
ox + x? + 2xy? — 22
och 5
of 4 v

oy x+22-2
Vilkoret % = 0 medfor att y = 0. Inséttning av detta i %_{: = 0 ger att = £+v/2, men f #r inte
definierad i z = /2.

Vi undersoker den aterstdende punktens karaktdr medelst den associerade kvadratiska formen. Vi

far efter partiell derivering att %afy(a:,O) = 0, s& det ricker att undersoka andraderivatorna med
avseende pa bara x och y. Gors detta pa sedvanligt sédtt fas den negativt definita kvadratiska formen
(=2 +V2)h? + (=4 + 2v/2)k? och dirmed att (—+/2,0) &r ett lokalt maximum:

4. (a) Forklara varfor funktionen f(z,y) = x — y antar ett storsta och ett minsta virde under bivillkoret
2 + 3% = 1.
(b) Bestdm dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.
(c) Antas storsta och minsta viirde om det ursprungliga bivillkoret ersitts med bivillkoret 22 + 3y = 1?
Lésningsforslag:
(a) Vi noterar att bivillkoret beskriver en ellips i planet. En ellips dr en kompakt méngd och da

funktionen f ges av ett polynom &dr f speciellt kontinuerlig. Saledes ges existensen av ett storsta och
ett minsta virde av den kinda extremvirdessatsen for kontinuerliga funktioner.

(b) Stationdra punkter till optimeringsproblemet med bivillkor kan bestdmmas genom att undersoka
nér gradf och gradg ar parallella. Vi erhaller villkoret

1 -1
’ 2x 6y ‘ =0
vilket ger att x = —3y. Inséttning i bivillkoret ger sedan 9y? + 3y? = 1, det vill siga 12y = 1. Alltsa
fas de tva stationiira punkterna p; = (v/3/2, —1/2v/3) samt py = (—v/3/2,1/2/3). Evaluering av f i
dessa punkter ger att f(py) = —2/+/3 #r minsta viirde for f under bivillkoret, medan f(p;) = 2/v/3 ér
storsta vardet.

(¢) Vi kan 16sa ut y ur bivillkoret och fa y = (1 — 2?). Séitts detta in i f fas funktionen

o) = Fay(e)) =2+ 507 —
Denna funktion g dr obegridnsad pa reella linjen, vilket medfér att f ej antar storsta viarde under
bivillkoret. Déremot antas ett minsta virde. Vi har nidmligen ¢'(z) = 1 + %x och ddrmed en kritisk
punkt i z = —3/2. Denna inses vara ett lokalt minimum med hjélp av teckentabell, och &ven ett globalt
minumum eftersom ¢ ar avtagande fér < —3/2 och vixande for z > —3/2.

5. Betrakta funktionen

flz,y) = xafy



pa méingden D = {(z,y) € R?: = >y > 0}.

Vad ar supremum for f p4 D? Vad ar infimum fér f pa D?

Lésningsforslag:

Eftersom bada variablerna x och y &r positiva i D ar bade téljare och ndmnare i uttrycket som definierar

f positiva. Saledes &r f ocksa positiv. Darmed géaller att infp f > 0.

2

Vi observerar att for 0 < x < 1 ar grafen fér y = x* innehéllen i D. Att infimum for f i sjélva verket

ar lika med 0 kan inses genom att betrakta

, O<ax<l,

och observera att lim,_,o f(z,2?) = 0.

Funktionen f &r obegrénsad i D, vilket medfor att sup,, f = oco. Detta kan inses genom att betrakta
kurvan y = /x vars graf ligger i D nir x > 1.

och observera att lim, oo f(z, /) = 00.
Teoridel

6. Definiera riktningsderivata och gradient. Formulera och bevisa sats om samband mellan riktningsderi-
vata och gradient. Visa ocksa att en funktion av tva variabler vixer snabbast i gradientens riktning.

7. Formulera och bevisa Cauchys integralkriterium.

Skrivningen beréknas vara réattad onsdag 30 november 2022. Se kurshemsidan fér information om aterlam-
ning.



