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Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poing och minst 7,5 poing pa problemdelen
kravs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?

o (D" = In(k) 0 /1
(a) kZ 2 (b) Z In(e + £2) (¢) Z(_l)k sin (k) _

=1 k=1

Loésningsforslag

(a) Vi observerar att
1

TR

(=D*
k2

och drar oss till minnes att serien y -, k=2 4r en kiind konvergent serie. Saledes #ir den givna serien
med tecken absolutkonvergent, och ddrmed dven konvergent.

(b) vi kan skriva In(e + k%) = In(k?(1 + ¢/k?)) = 2Ink + In(1 + ¢/k?). Vi far da
In(k) . Ink 1

koo In(e + k2) e 2Ink + In(1 4+ k%) T2

Eftersom den givna seriens termer inte gar mot noll nér k — oo f6ljer det att serien dr varken absolut-
konvergent eller konvergent.

(¢) Vi har limy_, o sin(1/k) = 0. Vidare &r sin x positiv och vixande pa intervallet [0, 1] vilket betyder
att sin(1/k) &r positiv och avtagande pa [1,00). Darmed ger Leibnitz kriterium att serien konvergerar.
Déremot konvergerar serien inte absolut. Ty |(—1)sin(1/k)| = sin(1/k) och ksin(1/k) — 1 nér k — oo,
vilket betyder att )", sin(1/k) kan jamforas med den divergenta harmoniska serien.

2. (a) Visa att
flay) = (@ + ) (=" +3%),  (2,9) # (0,0),
kan utvidgas till en kontinuerlig funktion pa hela R2.
(b) Far denna utvidgning kontinuerliga partiella derivator i hela R??
Losningsforslag
(a) Lat oss forst visa att den givna funktionen har grénsvérde i origo. Detta gors med férdel medelst
inférande av podra koordinater. Sitt x = rcos6 och y = rsinf. Da fas
f(rcosf,rsinf) = r*In[rt(sin* 6 + cos? §)] = 4r* Inr 4 7* In(sin* 6 + cos* 9).

Observera vidare att sin(6) + cos?(9) = 2 + 1 cos# > 1. Dérmed erhaller vi

lim (47* In7 + 7% In(sin® 6 + cos* #)) = lim 47* Inr + lim r* In(sin® § + cos* §) = 0
r—0 r—0 r—0

oberoende av 6. I det forsta grinsviardet har vi aberopat ett standardgrénsvérde och i det andra har
vi utnyttjat att den andra faktorn &r begriansad.



Eftersom f har gransvérde 0 i origo kan vi utvidga f till en kontinuerlig funktion genom att sétta

@+t + ) (2,y) # (0,0)
Flz,y) = { 0 () = (0,0)

for da giller F(x,y) = f(x,y) utanfér origo, medan lim, ,)_(0,0) F'(z,y) = F(0,0).

(b) D& funktionen f och dérmed F' dr symmetriska i « och y ricker det att undersoka %—i. Utanfor
(0,0) har vi ‘?95 = g—_f; och medelst derivering med hjélp av produktregeln och kedjeregeln fas

of 2., ,2 4, o4y, 4@ +yP)?

%(x,y) =dz(z” +y")In(z" +y7) + R Y

Denna funktion inses vara kontinuerlig nér (z,y) # (0,0). En ny rakning i polira koordinater visar att
lim 4.4y (0,0) g—i(x,y) = 0. I origo har vi

o 4 4
OF o 00 —0 e RTINAT s — 0
oz h—0 h h—0 h—0

vilket visar att g—i ar kontinuerlig &ven i denna punkt, saledes i hela R2.

. Bestam samtliga stationdra punkter till funktionen
fz,y) =17+ " (ay — 2)

samt avgor deras karaktar.
Losningsforslag

Vi noterar att f har partiella derivator av alla ordningar. Partiell derivering ger

of of

e (x+1)(y — 1)e""¥  och % = gye® TV,
Déaexponentialfunktionen &r nollskild for alla reella argument far vi att g—i =0omz=—lellery=1

medan % =0om z =0 eller y = 0. Vi far séledes de stationéra punkterna (—1,0) samt (0, 1).

Vi berdknar de partiella derivatorna av ordning tva och far
0’ f

0x?

2
0x0y

= (z + 1)ye* ochﬁ =a(y+1)e" Y

= (z+2)(y—1)e"", B2

Observera att %(0, 1) = 5-5(0,1) = 0 vilket genast ger att (0,1) &r en sadelpunkt. I (—1,0) fas den
associerade kvadratiska formen —h? — k2, som &r negativt definit, vilket i sin tur medfér att f har ett

lokalt maximum i (—1,0).

’f
oy?

. (a) Forklara varfor funktionen f(x,y) = 2zy — 2y — 2 antar ett storsta och ett minsta virde under
bivillkoret 22 + 2y? = 2z.

(b) Bestdm dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.

Lo6sningsforslag

(a) Funktionen f #r ett polynom i tva variabler och saledes kontinuerlig pa R?. Sitt g(x,y) = 22 —

2z + 22 och skriv nu
22— 22+ 2% = (z — 1) — 1 + 2y

s& att bivillkoret g(z,y) = 0 kan uttryckas som (z — 1)? + 2y? = 1. Det senare beskriver en ellips, en
sluten och begréansad och saledes kompakt méngd. Enligt en kind sats antar ddrmed f ett stérsta och
ett minsta virde under det givna bivillkoret.



(b) Lat oss berdkna gradienterna for funktionerna f och g. Detta ger
gradf = (2y,2x — 2) gradg = (2z — 2,4y).

Vi har att gradg # 0 pa g(z,y) = 0. Ty den andra komponenten férsvinner endast om om y = 0, vilket
i sin tur framtvingar x = 0 eller x = 2, men d& &ar forsta komponenten i gradg lika med —2 respektive
2.

Vi far saledes stationdra punkter till problemet dar gradf och gradg &ar parallella. For att bestdmma
dessa punkter kan vi undersoka nér
2y 20 —2

20 —2 4y =0

det vill siiga 8y? — (22 — 2)? = 0 eller efter forenkling 2y? — (z — 1) = 0. Vi siitter in 2y = 22 — 2z + 1
i bivillkoret, vilket ger

272 — 4z +1=0.
Medelst kvadratkomplettering erhaller vi de tva losningarna r; = 1+ % ochxo=1-— % Genom att

utnyttja sambandet y? = (z — 1)2/2 far vi nu fyra stationira punkter, nimligen

(e B ) e (i L) e (L) e e (i )
yat \/§a2 y, P2 \/53 2 y, P3 \/532 2 ﬂ’ 2 .

Det aterstar endast att evaluera f i dessa punkter. Vi far
f(ﬁ1):f(p71):ﬁ—2

vilket ger funktionens storsta vérde under bivillkoret. Vidare har vi
1
D = D = —— — 2
f(p2) = f(P3) NG

vilket ger funktionens minsta virde under bivillkoret.

5. Betrakta funktionen

_wyz
f(z,y,2) = T tyte

pa méingden D = {(z,y,2) € R3: 2 > 0,y > 0,2 > 0}.

Vad ar supremum for f pad D? Vad ar infimum fér f pa D?

Losningsforslag

Maéngden D ar oppen men inte begransad. P4 D ar samtliga variabler positiva, vilket betyder att bade
téljare och ndmnare i f &r positiva. Saledes &r f en positiv funktion pa D, vilket medfor att infp f > 0
men mojligtvis skulle det kunna vara sa att infp f > 0.

Lat oss visa att infp f = 0. Lat oss forst notera att {(z,z,x): > 0} C D. Satt

3 x?

= T, X)) = ——————— = —, > 0.
9@) = Sl = —— =
Eftersom lim,_,q g(x) = 0 foljer det att f antar godtyckligt smé virden i D. Alltsd &r infp f = 0.
Vi har &dven lim,_,~ g(x) = 0o, vilket i sin tur betyder att f &ven antar godtyckligt stora virden i D.
Dérmed fas supp f = oo.

Teoridel

6. Visa att sinz < z < tanz om 0 < z < 7/2 samt att lim,_,o sine _

xT

7. Definiera riktningsderivata och gradient. Formulera och bevisa sats om samband mellan riktningsderi-
vata och gradient. Visa ocksé att en funktion av flera variabler vixer snabbast i gradientens riktning.
(Endast funktioner av tva variabler behviéver behandlas.)

Skrivningen berdknas vara rattad onsdag 19 oktober 2022. Se kurshemsidan for information om aterlamning.



