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Inga hjalpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 3 poédng och minst 7,5 poing pa problemdelen
kravs for att ga vidare till den muntliga delen.

Problemdel

1. (a) Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut?
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(b) Ar foljande generaliserade integral konvergent?
/ > dx
5 x?ln(e+ 22)

(a) (i) Vi observerar att Y p- | 7 dr en kind konvergent serie nir p > 1. I detta fall har vi p = 3
vilket ger absolutkonvergens av den givna serien, och ddrmed dven konvergens.

(ii) Vi noterar att k* log(e+k?) > k? for k > 1. Vi kan ddrmed tillimpa jamforelsekriterium I, jimféra
med den konvergenta serien 2211 k% och dra slutsatsen att den givna serien konvergerar. Eftersom dess
termer vidare dr positiva foljer absolutkonvergens trivialt.

(b) Funktionen f(x) = m
intervallet vilket kan inses genom att derivera f och observera att f'(x) < 0 for x € [2,00). Sdledes

kan vi utnyttja Cauchys integralkriterium och var slutsats fran (a) (i) for att dra slutsatsen att den
generaliserade integralen dr konvergent.

Losningsforslag:

dr kontinuerlig och positiv pa [2,00), samt avtagande pa det aktuella

2. Beridkna foljande gransvérden eller visa att de inte existerar.
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Loésningsforslag:
(a) Vihar f(z,0) = 1/z for x # 0 och eftersom lim,_, L inte existerar, existerar inte heller grinsvirdet
i (a).
(b) Vi har i poldra koordinater
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vilket visar att det efterfragade gransvdrdet inte existerar.

(c) Taylors formel tillimpad pd sin(2x) ger att i en omgivning till x = 5 sd gdller
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sin(2z) = —2(z — =) + O((z — =)3).
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Sitt z =x — 5. Da fis
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Gransvdrdet till hoger kan nu berdknas i poldra koordinater. Sétt z = rcos@ och y = rsinf. Da fas
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. Bestdm samtliga stationdra punkter till funktionen
fla,y) = e’ (@®y +2® +y)

samt avgor deras karaktar.
Losningsforslag:
Vi noterar forst att f dr godtyckligt manga ganger deriverbar i hela planet. Vi séker alltsa efter punkter
dir Vf =(0,0). Vi har
Vf=e'Qu(y+1),1+y+2>(y+2).
Eftersom exponentialfunktionen dr nollskild for alla reella argument fas fran Vf = (0,0) de tvd ekva-

tionerna
20(y+1)=0 och 1+y+2?(y+2)=0.

Den forsta har losningar x = 0 samt y = —1. Insdttning av © = 0 i den andra ekvationen ger y = —1
medan insédttning av y = —1 i den andra ekvationen ger att x> = 0 det vill sdga x = 0.

Saledes har den givna funktionen endast en stationdr punkt namligen (0, —1). For att bestamma denna
punkts karaktdr stdiller vi upp den associerade kvadratiska formen. Vi har

62f _ Y 82f 7] 2
samt 82f
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Vi ser nu att %(O, -1) = aajafy (0,—1) = 0 medan gz—i((), —1) = e~ ! wilken ger den positivt semidefinita
formen
Q(h, k) = e k2.

Vi behover alltsé genomfora en ytterligare undersékning for att avgora karaktiren hos (0,—1). Vi ser
att f(0,—1) = —1 samt f(x,—1) = =1, oberoende av x. Siledes dr (0,—1) ej strikt lokal extrempunkt.

. (a) Forklara varfor funktionen f(z,y) = 1 —xy antar ett storsta och ett minsta virde under bivillkoret
a’z?> +y?2 =1nira > 0.

(b) Bestam for varje a > 0 dessa virden samt ange i vilka punkter de antas.

(¢) Antar f ett storsta och ett minsta virde under bivillkoret om istéllet a = 07

Lo6sningsforslag:

(a) Vi observerar att a’x? + y? = 1 for varje a > 0 beskriver en ellips i planet med centrum i origo,
vilket dr en kompakt mdngd. Eftersom f dr ett polynom i tvd variabler och sdledes en kontinuerlig
funktion ger satsen om extremuvdrden att f antar ett storsta och ett minsta virde under bivillkoret.

(b) Sitt g(z,y) = a*x® +y*> — 1. Vi har Vf = —(y,x) samt Vg = (2a%x,2y). Vi ser genast att
Vg = (0,0) endast nir (z,y) = (0,0) och detta ar inte en punkt pé ellipsen. For att finna stationdra
punkter till f under bivillkoret g = 0 underséker vi ndr V f och Vg dr parallella.



Detta ger villkoret

0= ‘ 2;21/33 g; ‘ = -2y + 2a%2%.

Vi far alltsd att y?> = a?2%. Insdttning i bivillkoret ger a’>x? + a’x? = 1, vilket ger x> = ﬁ eller,

eftersom a > 0, att x = iﬁ. Detta ger i sin tur y = i% och frian (a) vet vi att storsta respektive
. n . .. . 1 1

mansta virde till f under bivillkoret antas i de fyra punkterna (:N:E, :|:7§).

Slutligen far vi det minsta vdrdet f (ﬁ, %) =f (—ﬁ,—%) =1- i och det stirsta vdirdet
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(c) Om a = 0 degenerear bivillkoret till y*> = 1. Vi har alltsi att hitta eventuella stérsta och minsta

varde till f(x,y) = 1—ay ndry = £1. Vi har dock f(z,1) =1 —x och lim, 1. (1 —2) = +oo. Alltsd
antas inget sérsta och inget minsta virde under bivillkoret ndr a = 0.

5. Betrakta funktionen .
flz,y,z) = em TV v

pa mingden D = {(x,y,2) €R®*: 2> 0,y > 0,2 > 0}.

Vad ar supremum for f pd D? Vad ar infimum fér f pa D?

Losningsforslag:

Vi observerar forst att exponentialfunktionen antar positiva vdrden for alla reella argument. Vi har
ddrfor infp f > 0. Att infimum i sjdlva verket dr lika med 0 kan inses genom att betrakta

2 3 .3 2
flz,z,2) =2~ =2 (173)
och observera att
lim 22"~ =
Tr—r 00

Vidare dr f obegrinsad, och med andra ord supp, f = co. Vi kan ndimligen betrakta
flx, Vo, \/x) = et _or 00, T — 00.

Teoridel

sinz _ 1

6. Visa att lim, o =

7. Formulera och bevisa Cauchys rotkriterium och d’Alemberts kvotkriterium for serier.

Skrivningen beréknas vara rattad mandag august 28 2023. Se kurshemsidan for information om aterlamning.



