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Uppgifter med 16sningsforslag.

1. (a) (1p) Lat V och W vara tva vektorrum 6ver en kropp F. Definiera vad det innebér for en funktion
T:V — W att vara en linjar avbildning.

(b) (4p) Lat T: Py(R) — R3 vara den linjira avbildningen som ges av

2p(0)
T(p(x)) = | »(1)
3p'(-1)
1 1
Ar T inverterbar? Om ja, berdkna 77! [ 1 |. Om nej, undersék om | 1| ligger i bildrummet.
1 1

(Tips: bestdm matrisen for T relativt standardbaserna.)

Losning. (a) T &r linjar om den (i) bevarar addition; T'(vy + v2) = T'(vy) + T'(v2) for varje vy, vy € V,
och (ii) bevarar multiplikation med skalirer; T'(av) = aT'(v) for varje a € F och v € V.

(Alternativt: T &r linjir om den bevarar linjirkombinationer; T (avy + bve) = T (v1) + bT (v2) for alla
a,b € F och vy,vy € V)

(b) Vi finner matrisen fér T relativt standardbaserna for P>(R) och R?. Vi har att

2 0 0
T =[1], TE)=[1], T@E*>)=]1
0 —6
vilket ger att matrisen A for T relativt standardbaserna #r matrisen vars kolonner ar T'(1), T'(z) och
T(z?%), d.v.s.
2 0 0
A=(1 1 1
0 3 —6

Kofaktorexpansion av denna matris ldngs rad 1 ger

1 1

3 _6‘ =2(—6-3) = —18.

Eftersom determinanten av A &r nollskild, s& ar A inverterbar, vilket ger att T ar inverterbar. Matrisen
for T~ relativt standardbaserna ges av A~! vilket vi rdknar ut pa sedvanligt vis till att vara

0
1
9
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Vi har att

1 L0 o 1 i
2 1
A1) =(-3 2 & 1l=1[35].
1 SO T B 1
6 3 9 18

vilket &r koordinatvektorn for p(z) = 1 + g2 + {522, Detta innebéir att T771(1,1,1)" = 1 + gz + La?.

2. (a) (2p) Lat A € M, (F) vara en diagonaliserbar matris. Ar A’ diagonaliserbar for alla positiva
heltal 57

(b) (2p) Betrakta matrisen
7T -6
A= < 18 ) € M (R).
Ar A diagonaliserbar? Om ja, finn en inverterbar matris Q si att Q' AQ &r en diagonalmatris.

(c) (1p) Bestim A% dir A dr matrisen fran (b)-delen. Elementen i matrisen kan uttryckas i termer
av linjarkombinationer av potenser av reella tal.

Losning. (a) Om v &r en egenvektor till A med egenvérde \ si géller att
Alp= AT Ap = A7 o = NAT 240 = N2 AV 20 = ... = Mo,

d.v.s. v #ér ocksd en egenvektor for A7 (men med egenviirde \). Eftersom A #r diagonaliserbar s& exi-
sterar det en bas {vy,...,v,} for F™ bestaendes av egenvektorer till A. Men dessa &r dven egenvektorer
till A7 enligt ovan, vilket ger att A’ &r diagonaliserbar.

(b) Vi bérjar med att berikna egenvirdena for A genom att finna nollstillena f6r det karakteristiska

polynomet for A
falt) = Tt 62 5450
-1 8-t ’

Det karakteristiska polynomet har nollstéllena t = 5 och t = 10, vilket dr egenvéirdena for A. Vi bestdm-
mer egenrummen for var och ett av egenviirdena. Vi har att E5 = N(A—515) vilket &r 16sningsméngden
till ekvationssystemet
2%‘1 — 61‘2 = 0
{—xl + 3ZE2 = 0.

Med hjilp av sedvanlig Gauss-elimination far vi d& att E5 = span{(3,1)!}. P4 liknande sitt beriknar
vi att Fjp = span{(—2,1)'}. Vi har nu att 8 = {(3,1)!,(—=2,1)!} &r en bas for R? bestiendes av
egenvektorer till A, vilket ger att A &r diagonaliserbar. Vi later () vara matrisen vars kolonner &r

vektorerna i
3 -2
-1 )

Nu foljer det att Q~tAQ = diag(5, 10).

(c) Vi har att

| i . /3 o\ /5 o \N1/1 2
AT = (Qdiag(5,10)Q 1) = Qdiag(5'",10')Q ™" = (1 1 )( 0 10100> (—1 3)

3.5100 4 9.19100  §.5100_g.1100
5
5100_510100 2.5100_{_)3.10100 .
5
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3. (a) (2p) Lat V vara ett n-dimensionellt inre produktrum och 14t y € V' vara ett nollskilt element i
V. Lat T: V — F vara den linjira avbildningen som ges av

T(U) = <U7 y>

Bestam rangen for T och dimensionen av nollrummet till 7. (Tips: anvind dimensionssatsen)

(b) (3p) Betrakta inre produkten pa M>(R) given av

ailp a2 b1 b2 _
<<a21 a22> ; (b21 b22>> = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22.

Bestdm en bas for nollrummet till 7: M(R) — R, T(A) = (A, y) dir y = (21 (1)>

Losning. (a) Eftersom y dr nollskild sa har vi att (y,y) > 0. Det foljer nu att T &r surjektiv ty for
varje A € F sa har vi att

! <<yj\y>y> N <<y,)\y>y’y> B <y,)\y><y7y> B

Detta innebér att R(T) = och dérmed har vi att
rank(7) = dim(R(T)) = dim(F) = 1.
Enligt dimensionssatsen sa ges dimensionen av nollrummet N(T') av

dim(N(T)) = dim(V) — rank(T) = n — 1.

(b) Vi har att N(T') ges av alla 2 x 2-matriser <a11 a12) som uppfyller till ekvationen

a1  G22
a a 2 1
<<a; a;z) ; <_1 0>> = 2a11 + a12 — a1 + Oazz = 0.
app = *5°
Losningsméngden ges av 312 B Z dér t,s,r € R. Det foljer da att
21 =
a9o = t

N

v = {( 0). (¢ 4) (0 1)}

Vi vet fran forra deluppgiften att dim(N (7)) = 3 och dérfor méste {<
vara en bas for N(T). O
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4. (a) (1p) Definiera begreppet "ON-bas” {or ett inre produktrum. Du kan utgé fran att begreppet ”bas”
redan &r ként.

(b) (2p) Betrakta inre produkten pa P;(R) given av

(p(z),q(x)) :/0 p(z)q(z)(1 + z)dx.

Bestdm en ON-bas for P;(R) relativt denna inre produkt.



(¢) (2p) Bestdm en bas for det ortogonala komplementet till W = span{x} betraktat som ett delrum
till inre produktrummet P;(R) definierat i (b)-delen.

Lisning. (a) En ON-bas dr en bas {ey,...,e,} for inre produktrummet som uppfyller
/1 omi=y,
(e e5) = { 0 annars.

(b) Vi applicerar Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess pa standardbasen {1,z} och far pa sa sétt
en ON-bas {e1,e2}. Vi har att

17 = [+ ade = fo+ a2l = 3

2
1 2
€1 = —1 = \/7
[ 3

Lat vy~ vara den ortogonala projektionen av z pa det ortogonala komplementet span{e; }=:

vilket ger att

2 ! 2 [22 a7 5
U2L=£L'—<.%',€1>61=CU—*/(.T—l—:L‘Q)d(E:CU—* S x— =
3 /o 3 . 9

Normering av vy ger es:

5 5 1 5\ 2 13
o= (o= 3o 2Y= [ (=2} o= 2

e L vy = @ m—§

T s T V13 9)

(c) Ett godtyckligt polynom i P;(R) &r pa formen a + bz, dér a,b € R. Vi har att

! 2 b)zd bt 1 b
<a+bx,x>:/ (a + ba)z(1 + 2)dz = (az + ba®)(1 + ) = {a;+(“2)x+j :%
0 0

Vi ser att a + bx &r ortogonalt mot x om och endast om 10a + 70 = 0 d.v.s. om och endast om
a= —%. Speciellt har vi att ett polynom &r ortogonalt mot x om och endast om det &r ett element i
span{—7/10+ a2} = span{—7+ 102 }. Ett element &r ortogonalt z om och endast om det ar ortogonalt
mot varje element i span{x}. Fran detta drar vi slutsatsen att det ortogonala komplementet till span{z}

ar span{—7 + 10x}. O

5. (a) (1p) Lat A € M, xn(C) vara en matris. Bevisa att om A dr ett egenvirde for A*A, da géller
det att A > 0. (Ledning: det kan vara anvindbart att anvinda att (v,v) = v*v for standard inre
produkten pa C™.)

(b) (4p) Berédkna en singuldrvirdesuppdelning av matrisen

10
A=10 i| e Mso(C).
i1



Lésning. (a) Lat v € C™ vara en egenvektor till A* A med egenvirde A. D& har vi att

AMv,v) = (A, v) = (A" Av,v) = v* A" Av = (Av, Av) > 0
Eftersom (v,v) > 0 (egenvektorer dr per definition nollskilda) sa foljer det att A > 0.

(b) Vi ska finna en singulérvirdes uppdelning pa formen A = UXV*. Vi har att

~ (1 0 )
A A = <1 0 ‘”) 0 i <2 _“>
0O — 1)1\
7 1

vars karakteristiska polynom ges av

2-t —i
me:’i 21t

=2 — 4t + 3.

Egenvirdena for A*A ges av nollstéllena till fa+4(t) vilka & A; = 3 och A9 = 1. Detta ger oss de
singuldra virdena o1 = V3> 02 = 1 som i sin tur ger att

V3 0
y=[o0 1
0 0

For att bestimma V finner vi egenvektorer till A*A som utgér en ON-bas for C2. Vi har att E3
N(A*A — 31,) vilket ges av ekvationssystemet

0 1 4]0
0 0 00

-1 —i
. -1

vilket ger att F3 = span{(—i,1)'}. Vi har att normen av (—i,1)" ges av

(=6, 1)l = VA=, D, (=i, D)) = /(=) (=) +1-T= /(=i +1- 1= V2.

, t
En ON-bas for F5 ar ddarmed {(\/%, \%) }

S

P4 liknande siitt riknar vi ut att E; = N(A*A — I) = span{(4, 1)’} som har ON-bas {(

Vi later nu V' vara matrisen med kolonner givna av ON-baserna for egenrummen:

V:(@ %ﬁ.
V2 V2

Nu réknar vi ut U genom att bestdmma dess kolonner ui, us, us. Lat v; vara i:te kolonn i A, och da
har vi att

17\}5)t}'

La= Lo
uy = —Avy = —
1 o1 1 N .

i /2
3
och

U = fA’UQ =
02

|
o
)



Vi finner nu en vektor (a,b,c)’ som mot bade u; och us, vilket ér ekvivalent till att vara ortogonalt
mot bade (—1,1,2)" och (i,14,0), d.v.s. 16ser ekvationssystemet

{(a,b,c)t, (—i,4,2)) =0
{ <<a7b7 C)t> <i>i7 )t> =0 <

|
o

ia — b + 2c
—ia — b

0

En 16sning ér t.ex. (a,b,c)! = (1,—1, —i)t. Normerar vi denna vektor far vi ug = ( L

Vi far da att

U=

> sk
Sl sk

okl

Sammantaget har vi en singuldrvirdesuppdelning A = UXV™* dar

U:

SRR
Sl sk
™
|
ooa

o= O
<
I
/
S-Sl
Stk
N~

Soshsl

6. Lat V vara ett reellt vektorrum av dndlig dimension. Lat T: V' — V vara en linjér operator pa V.

(a) (1p) Att T &r ortogonalt diagonaliserbar &r ekvivalent med en annan egenskap for T enligt
spektralsatsen. Vilken egenskap dr det? (OBS! V' &r ett reellt vektorrum.)

(b) (2p) Kan T vara diagonaliserbar och normal utan att vara ortogonalt diagonaliserbar?
(c) (2p) Betrakta R? med en inre produkt given av

Ty n
, =2x1y1 +x
<<$2> <y2>> 1Y1 2Y2
och 1at T: R? — R? vara given av
T (.Tl) _ (31‘1 - QIQ) )
T2 —x1 + 4%2

Bestam T <;> .

Lisning. (a) Enligt spektralsatsen &r en linjar operator pa ett reellt inre produktrum ortogonalt dia-
gonaliserbar om och endast om T &r sjalvadjungerad.

(b) Om T &r normal s &r matrisen A = [T]g f6r T relativt en ON-bas § normal. Om T &r dia-
gonaliserbar si ar A diagonaliserbar. Betraktar vi A som en komplex matris s har vi att A dr bade
ortogonalt diagonaliserbar (spektralsatsen for komplexa matriser) och har enbart reella egenviirden (ty
den ar diagonaliserbar som en reell matris). Fran spektralsatsen foljer det att en komplex matris ar
ortogonalt diagonaliserbar och har endast reella egenvirden om och endast om den &r sjilvadjungerad,
d.v.s att A* = A. Lat oss nu betrakta A som en reell matris. Eftersom vi har hérlett att A ar sjalvadjun-
gerad sa ar den ddrmed ortogonalt diagonaliserbar. Slutsats: Det &r omojligt f6r en linjar operator pa
ett reellt inre produktrum att vara diagonaliserbar och normal utan att vara ortogonalt diagonaliserbar.

(c¢) Vi noterar att standardbasen {(1,0)*, (0, 1)} &r en ortogonal bas, dér ||(1,0)*|| = v/2 och ||(0,1)!|| =
1. Normering av dessa vektorer ger en ON-bas 8 = {(%, 0)%,(0,1)t}.



Vi har att

()= ()2 ()-%0)

vilket ger att forsta kolonnen i [T &r (3, —%)t. Vi har &ven att
0 —2 > 0
= P \/§
r(0)= (7)) ()
vilket ger att andra kolonnen i [Tz dr (—2v/2,4)! O

Sammantaget har vi att

Relativt standardbasen har vi att

=5
— O
SN—
7 N\
G e
N
- |
N

(T = [ [T7]5 1%, = (

Vi har att

Réttningen av tentan kommer att vara fardig ungefér 2 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter kan tentan
hémtas ut fran studentexpeditionen under 6ppettiderna: tisdagar 11:45-12:45.



