STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISK STATISTIK

Tentamen for kursen
Linjara statistiska modeller

23 oktober 2023 14-19

Ezaminator: Ola Hossjer, tel. 070/672 12 18, ola@math.su.se

Aterldmning: Meddelas via kurshemsida och webbaserat kursforum.

Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-

tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det giller dven att
2.s5(1) ~ 3.8.
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Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt

16st uppgift ger 10 poang. Foljande granser giller for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

Ett lakemedelsforetag har tagit fram en astmamedicin och vill i en forstudie
med 10 patienter undersoka om medicinen fungerar sa pass vl att man
senare kan ga vidare och genomfora storre studier. For varje patient i =
1,...,10 i forstudien, som tidigare samma dag tagit z; mg av medicinen,
uppmaéttes utandningsvolymen Y; liter under en sekund. Resultatet framgar
av foljande tabell:

Dos i mg | Utandningsvolum
1 5.0, 5.3
2 5.2, 5.7
3 5.0, 5.8
4 5.3, 6.0
5 5.6, 5.9

Man ansatte en linjar regressionsmodell

Yi=a+p(x; — %)+ =ulz) +e;, i=1,...,10,
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dar p(x) = a+ B(z— ) ar den forvintade utandningsvolumen for en patient
som tagit z mg av medicinen, & = 331°, x;/10 &r den genomsnittliga dosen
for alla tio patienter, och g; ar oberoende och normalférelarde feltermer med
vantevarde 0 och standardavvikelse o.

a) Beriikna en skattning /i(6) = & + 3(6 — &) av den forvintade utand-

ningsvolumen hos en patient som tar 6 mg av medicinen. (Ledning: 2}21 Yi =
54.8 och Y19, yi(z; — ) = 2.8.) (3p)

b) Beriikna en skattning av o2, utgaende fran foljande (ofullstindiga) vari-

ansanalystabell:

Variationskalla ‘ Kvs ‘
Regression 0.392
Residual
Total 1.216

(3 p)

¢) Ange ett 95% prediktionsintervall for utandningvolymen hos en patient
som tar 6 mg av medicinen. (Ledning: Prediktionsfelsvariansen #r o2 +

Var(&)+(6—z)2Var(J3), samt tp2(f) =/ Fp(1, f), ddr F-kvantilen aterfinns
i tabellen nedan.) (4 p)

Uppgift 2

I en epidemiologisk studie ville man underscka om en viss A&mnesomséttnings-
sjukdom endast orsakades av livsstilsfaktorer, eller om det ocksa fanns arftliga
komponenter. Man uppmatte koncentrationen Y; av en viss hormontyp i
blodet som paverkar &mnesomséttningen, for 30 olika patienter (i = 1, ..., 30).
For varje person uppméttes ocksa tre livsstilsfaktorer (matvanor, stressniva,
infektionskéanslighet) x1;, x9;, x3;, samt vilka varianter x4;, z5; av tva olika
gener som arvts ned.

Man ansatte en multipel linjar regressionsmodell (grundmodellen) med pa-
rametervektor @ = (o, By, ..., 05)7, dir « ér ett icke-centrerat intercept, Bj
anger effekten av forklarande variabel j, och déar feltermerna antas oberoende

och normalférdelade med véntevirde 0 och varians 2.

a) Formulera hypotesmodellen att bara livsstilsfaktorer paverkar &mnesom-
sattningen, enligt @ = B, for lampligt vald matris B och kolumnvektor .
(Ledning: B har dimensionen 6 x 4 och A har 4 komponenter.) (2 p)

b) Definiera forklaringsgraderna R(Q) och R% for grund- och hypotesmod-
ellen med hjialp av Y;, fi; och ﬁl for alla patienter ¢ = 1,...,30, samt
Y = Y% v;/30. Har anger ji; och fi; skattningar av p; = E(Y;) fran
grund- respektive hypotesmodellen. (2 p)
c) Resultatet av studien gav en forklaringsgrad R3 = 0.751 for grundmod-
ellen, och R? = 0.682 for hypotesmodellen. Testa pa nivan 5% om genetiska
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faktorer har en signifikant inverkan pa &mnesomséttningen. (Ledning: Borja
med att titta pA R3 — R? och 1 — R3 och bilda sedan deras kvot.) (3 p)

d) Ange en vinteviirdesriktig skattning av o2, genom att utnyttja virdet
pa R% och extrainformationen Kvs(Total) = 41.2. (3 p)

Uppgift 3

En maklarfirma ville underséka hur mycket priset av en viss typ av husobjekt
berodde pa dess ldge. Eftersom det var fraga om en exlusiv och ovanlig
hustyp hade man endast forsaljningspris fran fem tidigare salda objekt. Man
ansatte en multipel linjar regressionsmodell

Y = a+ Bz + Bozoi + €5

for priset pa hus i = 1,...,5, dir de tva forklarande variablerna samvarier-
ade enligt foljande tabell:

1| X1 | Ty
1] -1 -1
2] -1 0
31 0 0
4 1 0
5 1 1

Hér anger x1; husets ldge svarande mot glesbygd (-1), férort (0) och tétort
(1), medan z9; anger graden av efterfragan nér huset saldes, svarande mot
lagsésong (-1), normalsésong (0) och hogsédsong (1). Parametern av primért
intresse ar 81, medan (s finns med for att skapa en mer tillforlitlig modell, till
priset av hogre varians for parameterskattningarna. For att inte 6veranpassa
modellen tog man inte med fler &n tva forklarande variabler. Feltermerna
g; ~ N(0,0?%) antogs vara oberoende.

a) Ange ett uttryck for Var(Bl), forenklat sa langt som mojligt. (Ledning:
Borja med att bestdmma designmatrisen A och darefter X7 X, dar X &r
den del av designmatrisen som hérror fran de forklarande variablerna. Ma-
trisinversionsformeln

a b\ 1 d —b
c d ad—be\ —c a

kan ocksa vara anviandbar.) (4 p)
b) Hur hade uttrycket for Var(3;) sett ut om 3, varit kiind? (Ledning: Om
Baxo; ar kdnd kan detta uttryck subtraheras bort fran Y;.) (3p)

c) Bestdm variansinflationsfaktorn (VIF) for skattningen av (i, forenklat sa
langt som mojligt. (3 p)
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Uppgift 4

Tréden i ett visst omrade har utsatts for olika grad av svampangrepp, som
ocksa varierar mellan sidsonger beroende pa vadret. Vid ett lantbruksuni-
versitet ville man studera detta ndrmare och métte graden av svampan-
grepp for tre slumpmaéssigt valda trad, som analyserades under tre sdsonger,
slumpmassigt valda fran en tioarsperiod. Men ansatte en tvasidig varians-
analysmodell for graden

av svampangrepp pa barkprov k, taget fran trad ¢ under sisong j. Eftersom
de tre traden och sdsongerna valdes ut som stickprov antog man att dessa
faktorer var slumpmaéssiga (typ II), med méjligt samspel. Det innebér att
alla «;, Bj och «;; ar oberoende stokastiska variabler med varians o2, a%
respektive 03. Man var primért intresserad av att skatta samspelsvariansen
J?/, for att ta reda pa om vissa trad var mer kénsliga for vadervariation an
andra. Feltermerna e;;;, anger variationen mellan olika barkbitar fran samma
trad. De antogs vara oberoende och normalférdelade med vantevarde 0 och

varians o2.

Resultatet av forscket framgar av foljande tva tabeller, dir Y;;. och s?j anger
stickprovsmedelvéirdena och stickprovsvarianserna fér de tre barkproven som
togs fran trid i under séisong j (dessutom anges radmedelvirden Y;.., kolumn-
medelviirden Y. och totalmedelvirde Y. av alla stickprovsmedelviirden):

2.

Stickprovsmedelvirden Y;;.: Stickprovsvarianser s;;

| li=t]j=2]5=3] Y% |

, j=11j=2]j=3
b A B IO i=1] 032 | 044 | 0.64
p=20 26 1 351 92 4 51 i=2| 052 | 056 | 0.84
i=3] 07 | 18 | 29 | 18 ol 0os | oas | o6a
V, | 17 | 28 | 57 || V. =34

2

a) Berékna en skattning av variansen o“ inom celler, genom att vikta ihop

vardena i den hogra tabellen. (4 p)
b) Berikna medelkvadratsumman for variationskéllan samspel, och testa
sedan om samspelsvariansen ar signifikant skild fran 0 pa nivan 5%. (Led-
ning: Borja med att berdkna skattningar 4;; av alla v;;, genom att utga fran
véirden pa Yj;., Y., Y. och Y.. i den vénstra tabellen. Vid test av samspel
har du sedan nytta av utrdkningen in a).) (3 p)
c) Skatta samspelsvariansen O',QY mellan trdd och sésong. (Ledning: Du
kan ha nytta av a)-b), samt formeln fér E [Mkvs(Samspel)] vid tvasidig
variansanalys av typ II.) (3 p)
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Uppgift 5
En ARMA(1,1)-process {X;} ges av

Xt — X1 =¢1 — 0541 (1)

fort =...,—1,0,1,..., dir e, ~ N(0,02) #r oberoende feltermer.

a) For vilka varden pa parametrarna ¢ och 6 ar processen stationédr? (Inga
langa utrdkningar kravs.) (2 p)

b) Anta att ¢ och 6 valts enligt a) sa att { X} 4r en stationér process. Harled
uttryck for kovariansfunktionen v, = Cov(Xy, X¢4x) for £ = 0 och k = 1.
(Ledning: Du kan 16sa b) utan att forst ha 16st a). Utnyttja Cov(Xy, e441) =
0. Anvénd sedan (1) for att ge ett uttryck for Cov(Xy, e;), innan du anvénder
(1) igen for att berdkna vy och ~1.) (5p)
c) Givet ¢ finns det tva virden pa 6 sadana att v = 0. Endast for det
ena av dessa tva viarden pa 0 galler X; = &;. Vilket? Motivera ditt svar.
(Ledning: Anvand b) och (1), omskrivet med bakatoperatorn B, det vill
séga den operator som uppfyller BX; = X;_1 och Be, = ¢4_1.) (3 p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




