STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISK STATISTIK

Losningar till tentamensskrivning for kursen
Linjara statistiska modeller

23 oktober 2023 1419

Ezaminator: Ola Hossjer, tel. 070/672 12 18, ola@math.su.se

Uppgift 1

a) Vi borjar med att berdkna minsta kvadrat-skattningarna av de tva regres-
sionsparametrarna & och . De ges av

= 31" wi/10 = 54.8/10 = 5.48,
Oz — 7)) 10 (@ — 7)2 = 2.8/20 = 0.14,

\Q> Q?)

dér vi for skattningen av lutningsparametern 5 utnyttjade att £ = 3 och

P@i—2)? = 2[1-32+(2-32+B-32+(4-3)2%+(5-3)

= 2(4+1+0+1+4)
= 20.

Det ger en skattning
6) = a+(6—7)3

av utandningsvolymen hos en patient som tar 6 mg av medicinen.

a+38="548+3-0.14 = 5.90

b) Fran variansanalystabellen far vi forst att
Kvs(Residual) = Kvs(Total) — Kvs(Regression) = 1.216 — 0.392 = 0.824.

Eftersom antalet frihetsgrader for Residual dr 10-2=8, foljer att

Kvs(Residual)  0.824

52 = Mkvs(Residual) =
o vs(Residual) 3 5

=0.103

ar en vintevirdesriktig skattning av o2.

c¢) Prediktionsintervallet for utandningsvolymen Y hos en patient som tagit
dosen 6 mg av medicinen, ges av

Iy = (ju(6) —to.025(8) - d, 1(6) + t0.025(8) - d) (1)
= (5.90 —2.306 - d,5.90 + 2.306 - d),
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déar medelfelet

o —x)2
i = a1+

2
— V0103- 1+ 4+ 2 (2)

0.3996

ar en skattning av standardavvikelsen av prediktionsfelet, det vill siga en
skattning av

\/Var [Y —&— (6 E)B} = \/Var(Y) + Var(&) + (6 — )2 Var(f)

Inséttning av (2) i (1) ger ett prediktionsintervall

Iy = (5.90 — 2.306 - 0.3996, 5.90 + 2.306 - 0.3996) = (4.98,6.82).

Uppgift 2

a) Nollhypotesen att endast livsstilsfaktorer paverkar d&mnesomséttningen
kan skrivas som

Hy: 4= p5=0.

Det svarar parametervektor @ = (o, 1, 52, 83,0,0)T dir de tva sista kom-
ponenterna sétts till 0. Vi kan darfér skriva hypotesmodellen pa formen

o 1 00 0
B 0100 a
| B2 ] OO0 1O A |
=15 |T|oo0 01 5, | =BM
0 000 0 B3
0 000 0
b) Vi har att
R = Y0 (u-Y)?2/ 0V -Y)? 5
R = YR (i -Y)2/ S0 (Vi - V)2

c) Det foljer av (3) att

(i —Y)? - iﬁi—YQ Z'Ai_ﬁi2
och
_ ZZ(YZ - )7)2 - Zz(ﬂz - Y)2 _ Zz(Yz - ﬂi)2
R o 5 - oo v 6
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Dessa tva ekvationer inses ldttast genom att inféra observationsvektorn
Y = (Y1,...,Y30)T, medelvirdesvektorn Y = (V,...,Y)T, samt de skatta-
de vintevirdesvektorerna fi = (fi1,. .., an)T och o = (fi1,. .., an)T under
grund- och hypotesmodellen. I ekvation (4) utnyttjades att o — ﬂ och iL -Y
ar ortogonala vektorer, samt i (5) att Y — fu och f1 — Y #r ortogonala.

Eftersom N = 30, grundmodellen har k£ = 6 parametrar och hypotesmodel-
len | = 4 parametrar, foljer att

_ Sil—ia)?/ (k=) _ (RB—R3)/(k—1)
vt = SHETOn =
= [1=0751)/(30-6) = 3.325,

vilket ej 6verstiger Fpo5(2,24) = 3.40. Vi kan alltsa inte férkasta nollhypo-
tesen pa nivan 5%.

d) Om vi utgar fran medelkvadratsumman av residualerna fran grundmodel-
len, far vi en véntevirdesriktig skattning av o2 oavsett om hypotesmodellen
ar sann eller inte. Det f6ljer av (5) att denna skattning av feltermsvariansen
ar

52 = 2 (Yi—ju)? — (1-R3) ¥, (Y;i=Y)? _ (1—R2)-Kvs(Total)
(1-0750)41.2 0 42%_k N—k
-  30-6 .

Motsvarande medelkvadratsumma av residualerna fran hypotesmodellen &r
endast vantevéirdesriktig om hypotesmodellen &r sann.

Uppgift 3

a) Parametervektorn for regressionsmodellen &r @ = («, 81, B2)7, och de-
signmatrisen &r

1 -1 -1
1 -1 0

A=|1 0 0o |=(1 X)),
1 0
1 1

dir 1 = (1,1,1,1,1)T och X bestar av de tva x-kolumnerna av designma-
trisen. Eftersom den forsta kolumnen i A &r ortogonal mot de tva andra
kolumnerna (dvs de tva forklarande variablerna &r centrerade), foljer att

-1
0.2(XXT)—1 :0'28_1 20.2 < 4 2 >

2 2
_ o 05 =05
N —-05 1 ’
déir viiandra steget inforde S = X7 X = (Sij)?,jzla och i sista steget utnytt-

jades ledningen. Speciellt ser vi fran forsta diagonalelementet av hégerledets
matris, att Var(f;) = 0.502.

Var [(B1,5)|
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b) Vi foljer ledningen och subtraherar bort termen [ax9; fran observation
Y;. Det ger regressionsmodellen

Y/ =Y, — Bazei = a+ Bz + ¢

for i =1,...,5. Detta &r en enkel linjar regression, med designmatris
1 -1
1 -1
A= 1 0 |=(1 Xo)=X[Xo=4,
1 1
1 1

dir X 4r den andra kolumnen av Ag. Av detta foljer att
Var(31) = 02(X T X))~ = 0.2502.

¢) Variansinflationsfaktorn (VIF) for skattningen av ; anger hur mycket
dess varians okar pa grund av att o maste skattas. Med andra ord anger
VIF hur mycket Var(Bl) okar pa grund av att f2 maste skattas. Det foljer
av a) och b) att )
05 -0
VIF = 095 o2 = 2.
Vi kan ocksa utnyttja definitionen av variationsinflationsfaktorn. Enligt for-

mel (3.43) i kompendiet (med beteckningen s1; i stiillet for s%;) fas
VIF = 511 - (S71) 11 =4-0.5=2.

Ett tredje alternativ dr att utnyttja formeln
1
1—-R¥

dir R? #r forklaringsgraden av {z1;}, i en enkel linjir regression dir {zo;}
utgor den enda oberoende variabeln. For att rikna ut R? ansitter vi darfor

VIF = (6)

$1i:a+bx2i+€i7 ’L:].,,5

Eftersom {z9;} redan &r centrerade (T2 = 0), foljer att minsta kvadrat-
skattningen av lutningparametern ar

5
- D1 T2l Si2 2

5 2
D im1T5; S22 2
Det ger
R2 — Kvs(Regression) _ Z?:1(8~(x2i—i2))2 _ Z?zl(i)-xgi)Q
Kvs(Total) Zj?zl (w1,—71)2 25:1 m%l

_ b2s99 _ 122 _
= ZR=95= 0.5.

Inséttning av detta virde i (6) ger VIF = 2.
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Uppgift 4

a) Eftersom

3
2 1 \/

i =5 > (Yije — Yi)%,
k=1
och antalet frihetsgrader for variationskéllan Inom celler &r 3-3-2 = 18, sa
foljer att

6 = Mkvs(Inom celler) = Kvs(Inom celler)

18
3 3
= %8 Zi,j,k:l(yijk - Yij-)2 = éZi,j:l Szzj =0.52.
b) Vi borjar med att rikna ut en skattning
Yij =Y. — Y. =Y + Y.

av sampspelstermen +;; for alla kombinationer 4,j av tréd och sésong, se
tabellen nedan.

Viérden pa 4;;:
J=11j=2]7=3
i=1| 0.2 0.4 -0.6
i=2| -0.8 -1.0 1.8
i=31] 0.6 0.6 -1.2

Eftersom antal frihetsgrader fér samspel &r (3 —1)(3 — 1) = 4, sa ges dess
medelkvadratsumma av

3
K 1 1 7.
Mkvs(Samspel) = w = E ’3/22] - 3 E ”%2] - % —5.7.

Under nollhypotesen Hy : ag = 0 sa ar kvoten av medelkvadratsummorna i
b) och a) F-fordelad. Eftersom dess virde

Mkvs(Samspel) 5.7

F-kvot = =
Ve Mkvs(Inom celler)  0.52

= 10.96

overstiger Fpo5(4,18) = 2.93 sa ar samspelet signifikant.

c¢) Da vi har n = 3 replikat per cell, foljer fran formelsamlingen att
E [Mkvs(Samspel)] = 0% + 303.

Genom att utnyttja resultaten i a) och b), kan vi dérfér skatta samspelsva-
riansen med

_ Mkvs(Samspel) — 62 5.7 —0.52

2
= = 1.727.
5 3 3 727

o
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Uppgift 5

a) En ARMA(1, 1)-process ér stationir om och endast om |¢| < 1, oavsett
vérdet pa 6.

b) Vi bérjar med att anviinda definitionen av en ARMA (1, 1)-process for att
berdkna

COV(Xt, 6,5) = Cov(qbth + &t — 95t717 5t)
= ¢Cov(X¢_1,et) + Var(er) — 0Cov(es—1, )

= ¢-0+02—-6-0 0
2

= O—E’

dér vi i tredje ledet utnyttjade ledningen. Dérefter berdknar vi

v = Var(Xy)

= Var(¢pXi—1 +¢e¢ —0Oei_1)

= ¢*Var(Xy_1) + Var(e;) + 0?Var(e;—1) + 2¢Cov(X;_1, &) 3
—2¢0Cov(Xy_1,64-1) (8)
$*v0 + 02 4+ 0%02 +2¢ - 0 — 2¢002
= ¢%y0 + (1+6%)0? — 20002,

dér vi i fjirde ledet utnyttjade ledningen och (7). Ekvation (8) &r linjar i 7p.
Genom att 16sa ut =g erhalls

1+ 6% — 200
Y0 = 03 : T1_g2 (9)
Slutligen fas kovariansfunktionens virde for k = 1 enligt
n = Cov(Xy, Xit1)
= COV(Xt, (bXt + Et4+1 — 9&}) (10)

= o¢Var(X;) + Cov(Xy, er41) — 0Cov(Xy, &)
= ¢y+0-0-02,

dér vi i sista ledet utnyttjade ledningen och (7). Inséttning av (9) i (10) ger

1+ 6% — 200 (¢ —0)(1 — ¢0)

_ 2 _ 2

’71—0'a<¢ 1_¢2 _0>_O—E' 1_¢2 : (11)
c) Givet ¢ ser vi fran (11) att v = 0 for § = ¢ och 0 = 1/¢. Genom att
anvinda bakatoperatorn B ser man att

(1-¢B)X;=(1—0B)gy = X} = ——

Om 0 = ¢ foljer att tdljare och ndmnare i den sista kvoten tar ut varandra,
sa att X; = &;. Sa ér inte fallet om 6 = 1/¢.



