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15p ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan
anvindas.

Paminnelse. Kom ihag att om F &r en kropp sé skriver vi
o P, (F) for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i F.

o M, (F) for F-vektorrummet av n X n-matriser med element i F.

Uppgifter.

1. (a) (1p) Lat V och W vara tvd vektorrum &ver en kropp F och lat T: V. — W vara en linjir
avbildning. Definiera bildrummet for 7.

(b) (4p) Lat T: P,(R) — P»(R) vara den linjira avbildningen som ges av

T(p(x)) = (2 + 22)p(x) — 2°p'(x) — 2p"(2).

Bestdm en bas for bildrummet for 7', samt en bas for nollrummet for 7.

Losning. (a) Bildrummet f6r T', vanligtvis betecknat R(T), ges av
R(T)={T(v) |veV}
(alternativt R(T) = {w € W | Jv € V sa att T'(v) = w}).

(b) Vi bérjar med att bestimma matrisen [Ty, for T' relativt standardbasen st = {1, z,27}.

Forsta kolonnen i [T]s: ges av
[T(D)]se =[2+22)-1—22-0—2-0] = (2,2,0)".
Andra kolonnen i [T ges av
[T(x)]st = [(2+22) -2 —2%-1—2-0]y = 22 + 2] = (0,2, 1)".
Tredje kolonnen i T4 ges av

[T(2%)])st = [(2 +22) - 2% — 2% - 22 — 2 2] = [—4 + 227 = (—4,0,2)".

Sammantaget har vi att matrisen ges av



Vi finner nollrummet till matrisen ovan genom att 16sa systemet

2 0 —410 10 —210
2 2 010 |~ 01 2 o)
01 210

vilket ger att N([T]s) = span{(2,—2,1)'}. Vi har att (2,-2,1)" = [2 — 2z + 2?4, som ger att
N(T) = span{2 — 2x + 22}, och dirmed att {2 — 2z + 22} &r en bas for nollrummet fér 7. Vi har da
hérlett att N(T") har dimension 1

Enligt dimensionssatsen har vi att
dim(N(T)) + dim(R(T)) = dim(P»(R))

—_——— —_————
=1 =3

vilket ger att bildrummet, R(T'), har dimension 2. Bildrummet f6r T bestdmms av kolonnrummet {or
[T]st- Eftersom dim(R(T)) = 2, s& 4r dimensionen for kolonnrummet f6r [Ty ocksd 2. De tva forsta
kolonnerna i [T]s; &r linjért oberoende och utgér darfor en bas for det 2-dimensionella kolonnrummet.
Vi har darfor att

R([T]s) = span{(2,2,0)",(0,2,1)"} = span{(1,1,0)", (0,2, 1)"}
vilket ger att
R(T) = span{1 + z, 2z + z?%}.

Eftersom {1 + z, 2z + 22} #r linjért oberoende, si &r den en bas for R(T). O

(a) (0.5p) Definiera vad det innebér for en matris att vara normal.
(b) (0.5p) Definiera vad det innebér fér en matris att vara sjilvadjungerad.

(¢) (4p) Betrakta foljande matriser

(L) oG B o)

(i) Vilka av matriserna ovan dr diagonaliserbara nir de betraktas som reella matriser?

(ii) Vilka av matriserna ovan dr ortogonalt diagonaliserbara nér de betraktas som reella matriser?
(i) Vilka av matriserna ovan &r ortogonalt diagonaliserbara nér de betraktas som komplexa ma-
t

riser?

Losning. (a) En kvadratisk matris A &r normal om AA* = A*A.
(b) En kvadratisk matris A ar sjéilvadjungerad om A* = A.

(c) Matris A: Vi har att det karakteristiska polynomet for A ges av

1-1¢ 3

Fa(t) = det(A — tI) = ’ o,

‘ =t2 -2t +10,
vilket har nollstéllena ¢t = 1+ 3¢. Med andra ord har den inga reella egenvidrden och kan inte vara reellt
diagonaliserbar. Vi undersoker om A &r ortogonalt diagonaliserbar som en komplex matris. Enligt

spektralsatsen &r en komplex matris A ortogonalt diagonaliserbar om och endast om den &r normal,
d.v.s AA* = A*A.

Vi har att

. (10 0\ .
AA_(O 1O>_AA,



vilket ger att A &r ortogonalt diagonaliserbar betraktat som en komplex matris.

Matris B: Vi har att
fB(t) =det(B —th) = (1 —t)2

Det karakteristiska polynomet har ett egenvirde, ndmligen ¢t = 1, vilket ger att B ar diagonaliserbar
om och endast om egenrummet F; har dimension 2. Vi har

Ey=NB-I)=N (8 g) = span{(1,0)"}

Vi ser att £y har dimension 1 (oavsett underliggande kropp F), och ddrmed inte diagonaliserbar, oav-
sett om den betraktas som en reell eller komplex matris.

Matris C: Vi har att
fet) =det(C —tly) = (1 —t)(2 —1).

Vi ser att C tva distinkta egenvérden, ¢ = 1 och ¢ = 2, och &r ddrmed diagonaliserbar som en reell
matris. Den &r inte sjidlvadjungerad och ddrmed inte diagonaliserbar betraktad som en reell matris
(spektralsatsen for reella matriser). Den &r inte heller dr normal ty

« (10 6 1 3\ _
co= (5 5)# (5 b )=ce
och déirmed ej ortogonalt diagonaliserbar som en komplex matris (spektral satsen for komplexa matri-
ser).

Matris D: Matrisen ar sjdlvadjungerad och dérmed ortogonalt diagonaliserbar som reell matris. Ef-
tersom sjélvadjungerade matriser &r normala sa ar den ocksé ortogonalt diagonaliserbar som en komplex
matris.

Sammantaget har vi: (i) Matriserna C' och D &r diagonaliserbara som reella matriser. (ii) Matris
D &r ortogonalt diagonaliserbar betraktad som en reell matris. (iii) Matriserna A och D &r ortogonalt
diagonaliserbara betraktade som komplexa matriser. O

(a) (2p) Antag att en linjar operator T: V — V pé ett adndligdimensionellt vektorrum V' &r bade
diagonaliserbar och inverterbar. Visa att dven 7! &r diagonaliserbar.

(b) (2p) Lat T': Ms(R) — My(R) vara givet av T(A) = 34 — 2A". Bestdm egenvirdena for T' och
baser for egenrummen for varje egenvérde.

(c) (1p) Bestéim egenviirdena for T-1.

Lisning. (a) Lat {v1,...,v,} vara en bas for V bestéendes av egenvektorer till T' dir v; har egenvérde
;. Eftersom T &r inverterbar, och dérmed injektiv, s& maste vi ha A; # 0.

Vi har att
T (Awi) = T7HT(v) = v =

Detta innebér att A\;v; dr en egenvektor till 7" med egenvéirde )\i Det foljer av linjaritet att v; ar en

egenvektor till -1 med egenviirde )\i Detta innebér att {vy,...,v,} vara en bas for V bestaendes av

egenvektorer till 7!, vilket innebér att T~! &r diagonaliserbar.
(b) Vi bestdmmer matrisen for T relativt standardbasen

{60606 86 )



4.

Vi har att forsta kolonnen i [T ges av

G OLPG -6 8] (G D).

P& liknande sdtt far vi 6vriga kolonner i [T, vilket ger

1 0 0 0
0 3 -2 0
Tle=10 2 3 o
00 0 1

Det karakteristiska polynomet for T' ges av
fr(t) =det([T]s — tly) = (1 —)3(5 — 1),

vilket har nollstéllena ¢t = 1 och ¢t = 5. Vi har att Ey bestdms av N([T]s; — I4):

0 0 0 0 1 0 0
N 0 2 -2 0f_ span 0 1 0
0 -2 2 0 o1’11]1’1{0
0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0
Detta ger att E; = span { (0 O> , <1 O) , (0 1> } Eftersom

10 0 1 0 O\ s pis . ..
{(0 O) , <1 0) , <0 1)} ar linjart oberiende s& &r den en bas for Ej.

Vi bestdmmer F5 genom att bestdimma N ([T]s, — 514):

4 0 0 0 0
0 -2 -2 0 1
Nlo —9 —9 ¢ |=span 1
0 0 0 —4 0

Detta ger att E5 = span { ((1) _01) } En bas for E5 ar ddrmed { <(1) _01> }
1
1

(¢) Eftersom egenvirdena for T dr 1 och 5, s& har vi enligt (a)-delen, att
dena for T—1.

OO O

=1 och % ar egenvar-

O

(a) (1p) Lat V vara ett inre produktrum. Hur definieras normen |[v|| av ett element v € V'?

(b) (2p) Betrakta inre produkten pa P;(R) given av

2
<p($)aQ(1?)>=/0 p(x)q(x)dz.

Bestédm en ON-bas for P; (R) relativt denna inre produkt.

(¢) (2p) Avgor om den linjéara operatorn T: P;(R) — Pi(R), T(p(x)) = zp'(x) &r ortogonalt diago-

naliserbar med avseende pa inre produkten i (b)-delen.

Losning. (a) Normen ||v]| av ett element v i ett inre produktrum V' ges av

[o]l = v/ {v,v).



(b) Vi applicerar Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess pa standardbasen {1,z} och far pé sa sétt
en ON-bas {e1, ea}. Vi har att

2
||1||2=/0 1z = [2)} = 2

vilket ger att
1 1

61:7 =

- vz

Lat vy~ vara den ortogonala projektionen av z pa det ortogonala komplementet span{e; }=:

1 2 1 272
Ué‘:x—<$7€1>€1:x—§\/o (L‘d;[;:x—2|:x2:|0:m_1

Normering av vy ger es:

2
2
||v;||2:<x—1,zf1>:/ @1 e =
0
1 3
= ex= vy =4/ (x—1).
oa ] T V2

(¢) Vi bestdmmer matrisen fér T' relativt ON-basen 5 = {ej,ea} = {%, 3z - 1)} Vi har att

T(ey) = T(%) = 0 vilket get att forsta kolonnen i [T']g &r trivialt. Vi har att

T(es) = T ;(a: ~1) = \/gx = es +V3es

vilket ger att andra kolonnen i [Tz ges av (v/3,1)*. Sammantaget har vi att

= (g ).

Vi ser att [T]g inte &r sjélvadjungerad, vilket medfor att 7" inte &r sjélvadjungerad. Fran spektralsatsen
foljer det att T inte kan vara ortogonalt diagonaliserbar (d& den inte &r sjdlvadjungerad). O

5. (a) (1p) Hur manga nollskilda singuldra véirden har en inverterbar 7 x 7-matris?

(b) (4p) Berédkna en singuldrvirdesuppdelning av matrisen

1
A=1{0 EMd(C)
1

o O O
N O N

Lisning. (a) Antalet nollskilda singulira virden f6r en matris sammanfaller med matrisens rang. En
inverterbar 7 x 7-matris har rang 7 och har darfér 7 nollskilda singuléra vérden.

(b) Vi ska finna en singulérvirdesuppdelning pa formen A = UXV*. Vi har att

1 01 1 0 2 2 0 4
A*A=10 0 0 000 )=(1000
2 0 2 1 0 2 4 0 8



vars karakteristiska polynom ges av

2—t 0 4
fasat)=] 0 00—t 0 |=t*10—1).
4 0 88—t

Egenvirdena for A*A ges av nollstillena till f4+4(t) vilka dr Ay = 10 och Ay = A3 = 0. Detta ger oss
ett singulart virde o; = +/10 som i sin tur ger att

V10 0 0
Y= 0 00
0 0 0

For att bestimma V finner vi egenvektorer till A*A som utgdr en ON-bas for C3. Vi har att Ejy =
N(A*A — 10I3) vilket ges av ekvationssystemet

-8 0 4 10 20 110
0 =10 0 |0 |~ 0 1 0lo
4 0 =210

vilket ger att E19 = span{(1,0,2)}. Vi har att normen av (1,0,2)! ges av

H(170>2)tH = \/<(1’072)t7 (1,0,2)) = V1td= V5.

VBT VB
P4 liknande sitt riknar vi ut att By = N(A*A — 0Iy) = span{(—2,0,1)* (0,1,0)} som har ON-

t
En ON-bas for Fqg ar darmed {(1 0, l) }

t
bas {(\_/3,0, %) , (0, 1,0)t}. Vi later nu V' vara matrisen med kolonner givna av ON-baserna for

egenrumimen:

1

7 0
V= 0 1

2

7 0

S-ogl

5

Nu réknar vi ut U genom att bestamma dess kolonner uy, us, us. Lat v; vara i:te kolonn i V', och da
har vi att

ot T 10

1 1
1 p (L 02 V5 V2
w = — A, oo0oo0|l0o]=]0
2 1

102/ \5 V2

Eftersom vi inte har fler singuliira viirden sa utvidgar vi {u;} till en ON-bas for C* pa valfritt siitt.
Vi kan t.ex. direkt se att (0,1,0)* och (—1,0,1)! ér ortogonala mot u; och ortogonala mot varandra.

Genom att normera dem far vi us = (0,1,0)* och uz = (i 0 i) Vi far da att

2R
1 1
70 -7
U=|0 1 0
1 1
V2 V2

Sammantaget har vi en singuldrvirdesuppdelning A = UXV* dar

1 1 1 2
vz Yoy V10 0 0 v v 0
v=(0 1 o |, == 0 o0 o], v=| 0 o0 1
1 1 2 1



6. For ett komplext tal a € C lat S(a) vara en delméngd till M5 (C) given av
S(a) = {A € My(C) | A* = aA}.
(a) (1p) Visa att S(a) ér icke-tom for alla a € C.
(b) (2p) For vilka a € C géller att S(a) har odndligt ménga element?
(¢) (2p) For vilka a € C géller att S(a) &r ett delrum till My(C)?

Losning. (a) Vi har att nollmatrisen 0 = <8 8) ar ett element i S(a) for alla a, ty 0* = 0 = a0 for alla

acC.
(b) Om A # 0 och A € S(a) s& har vi att
A= (A")* = (aA)* = aaA = |a]*A.

Detta innebér att beloppet av a maste vara 1 for S(a) ska kunna innehalla mer &n ett element, och da kan
vi skriva a pa formen a = €%, dir 6 &r ett reellt tal.
Lat oss undersoka om det finns oéndligt manga sidana losningar till ekvationen A* = aA for ett sddant a,

i0
A= (z y)
z W

a=e€e".
A*=aAd & <x Z)z(am ay).
Yy w az aw

Vi borjar med att sdtta

Speciellt behover ekvationen T = az vara uppfylld. Lat oss underséka om det finns 16sningar déar  # 0. Om
x # 0 si kan den skrivas pa formen z = re® dér r #r ett positivt reellt tal och n ér ett reellt tal. Vi har att
T = re” " si ekvationen T = ax Gversiitts till

och betraktar ekvationen

re M = ¢Wrein = pei(nt0)

Vi ser att n = —% ger en 16sning. Detta innebér att den odndliga méngden

()

ar en delmiingd till S(e?), vilket ger att S(e?) har o#indligt manga element.
Sammantaget har vi att S(a) har oéndligt manga element om |a| = 1 och endast ett element (ndmligen
0-elementet) om |a| # 0.

re (O,oo)}

(¢) Om |a| # 1 s& har vi att S(a) = {0} vilket sjdlvklart &r ett delrum. Om |a| = 1 s& har vi att S(a)
inte dr slutet under multiplikation med skaldrer: Om A # 0 och A € S(a), 14t d& B = iA. Vi har da att

B* = (iA)* = —iA* = —iaA = —aB # aB

vilket innebér att B =4A & S(a). Fran detta drar vi slutsatsen att S(a) inte ar ett delrum till M(C). O

Réttningen av tentan kommer att vara fardig ungefér 2 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter kan tentan
hémtas ut fran studentexpeditionen under ppettiderna: tisdagar 11:45-12:45.



