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Uppgift 1

a) Antalet frihetsgrader for Regression och Residual &r 1 respektive 20-2=18.
Det foljer att

Mkvs(Regression) ~ Kvs(Regression) 5.2

= = = 4.85.
Mkvs(Residual) Kvs(Residual)/18  19.3/18

F-kvot =

Eftersom detta vérde overstiger Fpo5(1, 18) = 4.4, kan vi pa signifikansnivan
5% forkasta nollhypotesen att nédrhet till butik inte har nagon inverkan pa
kundnéjdhet.

b) Skattningen av feltermernas standardavvikelse ges av

Kvs(Residual) \/19.3

= 1.036. 1
18 18 036 (1)

6 = v/Mkvs(Residual) = \/

c¢) Ett 95% konfidensintervall for o kan skrivas som

I, = (0.782,1.531), (2)
Xo 025 ( 18 Xo o75( 18

déir x3(f) dr 1—p-kvantilen for en X [)-fordelning. Med hjélp av (1)-(2) kan
vi bestimma virdena pa de tva y?-kvantiler som ingar i konfidensintervallet
for o. Vi far:

X2g75(18) = 18-(5/1.531)2 = 8.23,
X2095(18) = 18- (5/0.782) = 31.53.



Linjéra statistiska modeller, 30 november 2023 2

Uppgift 2

a) Parametervektorn for grundmodellen #r @ = (&1, o, B1, B2, B3)T . Hypo-
tesmodellen att det inte finns nagra systematiska skillnader mellan skade-
prissdttningen i de tva regionerna, svarar mot nollhypotesen Hy : &1 = ao =
@. Vi kan formulera det som

& 100 0 N
& 1000 @

6= 8 |=10100 S| Z Ba
s 0010 P2
B3 000 1 Bs

b) Antalet frihetsgrader for residualerna dr 24 — 5 = 19, och skillnaden i
antal parametrar mellan grund- och hypotesmodell &r k-1 =5—4 = 1. For
att testa nollhypotesen bildar vi dérfor

Mkvs(Avv fran hyp)  Kvs(Avv fran hyp) 1.8

F—k t — = = =
Ve Mkvs(Residual) Kvs(Residual)/19  22.3/19

1.53,

som #r mindre dn Fjo5(1,19) = 4.4. Vi kan déarfor inte forkasta nollhypote-
sen.

¢) Grundmodellens underrum spénns upp av de fem kolumnerna i design-
matrisen

A= (11,12, 21 — Z1, 22 — o, x3 — T3) = (11,12, X),

dir1y; = (1,...,1,0,...,0), 15 = (0,...,0,1,..., )T, z; = (zj1,...,7524)7,
zj = (%;,...,2;)7 och X #r den del av designmatrisen som hirror fran de
forklarande variablerna. Minsta kvadrat-skattningarna av modellparamet-
rarna ges darfor av

o

Gz 2i=13Yi

S| = (ATA)'ATY = (ATA)! 2%1 Yi(z1 — 71) (3)
Ba Zzéjl Yi(w2i — 72)

B3 > oim Yi(wz; — 73)

Aven om 17 och 15 ér ortogonala mot varandra, &r de i allménhet inte orto-
gonla mot de tre sista kolumnerna @1 — &1, €3 — &2, £3—x3 i designmatrisen.
Dérfor giller i allménhet att

1/12 0 o”
(ATA)™1 £ 0 1/12 o” , (4)
0 0 (xXTx)!

diir 0 = (0,0,0)”. Av detta och ekvation (3) féljer att de tva givna formlerna
for & och & i allménhet ar fel. Observera att om 17 och 15 hade varit
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ortogonala mot kolumnerna i X, sa hade hogerledet i (4) varit lika med
(AT A)~!, och da hade de foreslagna formlerna for &; och Gg varit korrekta.

Hypotesmodellen underrum spénns ddremot upp av de fyra kolumnerna i
designmatrisen

AO = AB = (l,ml — il,mg — j2,$3 — 3_33),

och pa grund av definitionen av Z1, Ty och Z3 i problemtexten &dr 1 =

(1,..., 1)T ortogonal mot de tre sista kolumnerna i Ay, det vill séga
_ 1/24 o”
T 1_
asan = (5 ki )

Eftersom & #r forsta komponenten i minsta kvadrat-skattningen A = (A} Ag) " 1AJY
av regressionsparmetrarna A for hypotesmodellen, foljer att

a=[(AfA)AlY], = (ATY =5 ZY

Uppgift 3
a) Vi borjar med att berdkna

v = Var(Xy)

Var(g; — Og4—1)

Var(g;) + 0*Var(e;_1) — 20Cov(gy, e4-1)
02 +60%2-20-0

= (1+46%)0a?
och
Y1 = COV(Xt, Xt+1)
= Cov(et — Oep_1,6¢41 — Oey)

Cov(eg,e141) — OVar(e;) — 0Cov(e_1,e141) + 02Cov(es_1, )
= 0-002—-0-0+6%-0

_ 2
= —fo:.

For k > 2 giéller att Xy = ¢, — 04_164—1 och Xy = epip — Ocpip1 &r
funktioner av olika feltermer. Dérfor dr X; oberoende av X i da k > 2,
vilket medfor att v, = 0 for k > 2.

b) Det f6ljer av a) och stationériteten hos {X;} att

)

1
Cov(X¢, Xitk) Tk _ ’ 9
Pk = — —0/(1+ 6°),
\/V&I'(Xt) \/Var(Xt_;’_k) vV Y0/ Y0 O7

I T
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¢) Vi borjar med fallet & = 1. Eftersom X; och Xy, &r oberoende da k > 2
foljer att

0

X1 = B(Xrn|X7) = B(Xra|Xr) = g Xy = — 5 X,

dér vi i tredje ledet anvénde oss av ledningen med ¥ = Xp, Z = Xp4q,
Var(Y) = Var(Z) = 79 = (1 + 6?)02 och Corr(Y, Z) = py. For k > 2 kan vi
utnyttja att X7y &r oberoende av X p, varav foljer att

Xrik = E(Xr4u|X7) = E(Xr41) = 0.

Uppgift 4

a) Antalet observationer & N = 5, och antalet parametrar k = 2. Design-
matrisen

1.3 2.6
0.7 2.0
A=1] 15 20
09 14
21 29

har dimension N X k. Dess tva kolumner innehaller virdena pa respektive
forklarande variabel fran alla métningar. Observera att eftersom modellen
saknar intercept har A ingen kolumn med bara ettor.

b) Lat Y = (Y1,...,Y5)T = (1.6,1.2,1.5,1.2,1.9)7 vara observationsvek-
torn. Vi anvinder allménna formeln fér minsta kvadrat-skattningen och
ledningen for att rdkna ut estimatet

B = (B p)"
(ATA)1ATY
~ (965 1513\ [ 10.24
~ \ 1513 25.13 16.75
25.13 —15.13 \ ( 10.24
e HIE | 1513 0.65 16.75
(02873
~ \ 04936
av B = (b1, 52)".

c¢) Eftersom antalet frihetsgrader for att skatta feltermsvariansen &r N —k =
5 — 2 =3, foljer att

()

Kvs(Residual)  0.0909

= Mkvs(Residual) = 3

= 0.0303.

d) Vi ska utnyttja dualiteten mellan konfidensellipsoider och tester, det
vill sdga att konfidensellipsoiden for B bestar av méngden av alla B, =
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(B1o, Bao)T sddana att nollhypotesen
Hoy:B8=p,

inte forkastas pa signifikansnivan 5%. Under nollhypotesen géller att p =
E(Y) = ApBy, som vi vill jamfora med o = AB. Vi stéller dérfor upp
teststorheten

0— |2k JAB-By)|2 . -

F-kvot =

for att testa Hy, med

1 7 1 9.65 15.13 159.2 249.7
€= 2 4= 3000 ( 15.13 25.13 ) - < 249.7 414.7 ) ’

och dér nollhypotesen forkastas da (6) verstiger Fy o5(k, N—k) = Fp.05(2,3) =
9.552. Genom att kombinera denna ekvation med (5), ser vi att den sokta
konfidensellipsoiden ges av

E = {(Bio,B20)T; 159.2(0.287 — B10)? + 2 - 249.7(0.287 — B10)(0.494 — B20)
+414.7 - (0.494 — Bo0)? < 9.552}.

Uppgift 5
a) Det totala stickprovsmedelvirdet &r

1 - — 1

Eftersom antal frihetsgrader for variationskéllan mellan brador dr 5 —1 = 4,
ser vi att

Mkvs(Mellan bridor) = %zf Y (Y = Y2 =300 (Vi - V)2
= (3.1 —4.2)2 + (5.2 — 4.2)? (4 2 —4.2)? + (4.6 —4.2)2 + (3.9 — 4.2)? = 2.46.

b) Vi noterar forst att stickprovsvariansen for briada i ges av

~ 1305 -

J=1

w\H

och att variationskéllan inom brédor har 5(4 — 1) = 15 frihetsgrader. Det
ger

5 4
1
Mkvs(Inom brédor) = =1 Z Z

OTU—‘

=1 j=1
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c¢) Vi ska utnyttja att de tva medelkvadratsummorna i a) och b) dr obser-
vationer av oberoende stokastiska variabler med férdelningar

Mkvs(Mellan brador) ~ (4of + 0?)x?(4)/4,
Mkvs(Inom briador) ~ o2x?(15)/15,

dar faktorerna 40§+02 och o dr vintevirdena for respektive kvadratsumma
(se formelsamlingen). Av detta foljer att

Mkvs(Mellan brédor) 4
F-kvot = ~ 1) F(4,15). 7
Ve Mkvs(Inom brédor) <02/0§ * > (4,15) @

Det sokta konfidensintervallet I _» /o2 bestar av de varianskvoter x for vil-

ka ett hypotestest baserat pa F-kvoten i (7) inte forkastar nollhypotesen
Hy : 0%/0% = x gentemot den alternativa hypotesen Hy : 0%/02 < z pa sig-
nifikansnivan 5%. Ett sadant test férkastar inte nollhypotesen da F-kvoten
dr mindre &n (4/x+1)Fp05(4,15) = (4/2+1)3.056. Eftersom det observerade
virdet pa F-kvoten dr 2.46/0.13 = 18.92 enligt a) och b), foljer att

4

) 18.92
3.056

4
Ly2/p2 = {73 18.92 < (— + 1)3.056} = (0 ) = (0,0.77).



