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Inga hjidlpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift &r vird 5 poing och
minst 15 poidng, varav minst 4 fran teorifragorna, kravs for godkint.

1. Berékna flodesintegralen av vektorfaltet
u=(r—1,2y,22+22+1)

ut ur sfiren S = {(z,y,2) € R3: (z — 1) + 4% + (2 + 1) = 9}.
Losningsforslag:

Vi har givet ett polynomiellt vektorfalt samt en sldt yta, en sfir med radie 3, som utgor randen till ett
kompakt omrade i R3, ett slutet klot. Vi kan sdledes tillimpa Gauss sats och dra slutsatsen att

/u -dS :/ divudzdydz.
S B

divu=142+4+2+22=54+22=3+2(z+1)

Vi har

och ddarmed

4
/ divudzdydz = 3vol(B) + / 2(z + 1)dzdydz = 3 - 37 3% +0 = 108,
B B

dar vi har utnyttjat att den senare trippelintegralen dr lika med 0 av symmetriskdl. (Alternativt kan
trippelintegralen berdknas i rympoldra koordinater centrerade i (1,0,—1).)

2. (a) (Teoriuppgift) Vad menas med att ett vektorfilt u = u(z,y, z) har en potential i R?? Ar poten-
tialer entydigt bestimda? (1p)

(b) Finns det nagra potentialer U(x,y, z) i R till vektorfiltet
u= 2z —y+ 22 —x,2x2)

som uppfyller U(0,y, z) > 0?7 Ange i sddana fall samtliga sddana potentialer. (4p)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken PB2 for dessa definitioner.

(b) Om en sadan potential U existerar mdste vi ha
VU = (22 —y + 22, —x,2x2).

Integration av O,U = —x ger U(z,y, z) = —zy + ¢(x, 2), dir ¢ beror av x och z men ej pd y. Genom
att derivera med avseende pa z fas villkoret

0.¢(x,z) = 2xz.

Vi integrerar detta och far U(x,y,z) = —xy + 22>+ (z), dir ¢ endast beror av x. Partiell derivering
med avseende pd x ger villkoret

—y+ 22+ (z) =20 —y + 27,



det vill siga ' (x) = 2x. Detta ger slutligen 1(x) = x? + C, dir C dr en konstant. En allmdn potential
erhalles alltsa pd formen
Uz,y,2) = 2% —axy +22° + C.

Vi séker samtliga potentialer som dr positiva pd méingden {(0,y, z)} C R3. Vi har emellertid U(0,y, z) =
C, sa villkoret leder alltsa till kravet C > 0.
Samtliga potentialer till det givna vektorfdltet som uppfyller kravet U(0,y,z) > 0 ges alltsd av

Uz,y,z) =2° —zy + 22> 4+ C,
dir C' dr en positiv konstant.

. (a) (Teoriuppgift) Definiera rotationen av ett vektorfilt i R®. (1p)

(b) Berékna kurvintegralen av vektorfaltet
u = (sinz — ¢°, cosy + 2%, zy2)

lings med skirningen av planet z = 4 och ytan 2% + y? — 2% = 0, orienterad medurs. (4p)
Lo6sningsforslag:
(a) Se kursboken PB2 for en definition av rotation av vektorfdlt.

(b) Den givna ytan x> +y* — 22 = 0 dr en kon i R3, vars skdrning med planet z = 4 sdledes dr en cirkel
med radie 2. Vidare Ar vektorfiltet u dr godtyckligt manga ginger partiellt deriverbart med avseende
pé alla tre variabler. Sdledes kan vi dberopa Stokes sats med den medurs orienterade cirkeln C som
randkurva till en cirkelskiva EE med radie 2, som dr paralell med xy-planet och har en normal pa formen
(0,0,-1).

Vi berdknar pa sedvanlig vdg
rotu = (zz, —yz, 3(z* + y?))

och erhdller efter dvergdng till poldra koordinater

2 2
/ u-dr = / rotu - dS = —/ 3(z% + y?)dady = —3/ / T3 drdf
c E w2 4y2<4 0o Jo

. (a) (Teoriuppgift) Definiera begreppet analytisk funktion av en komplex variabel. (1p)
(b) (Teoriuppgift) Formulera Cauchys sats och Cauchys integralformel. (1p)

(b) Berdkna foljande kurvintegraler dér v = {z € C: |z| = 4} &r orienterad moturs.

. dz B z+1 e*z —e*
(l)[yf (zz)[yzg o 72Zdz (uz)L PN dz (3p)

Losningsforslag:
(a) Se Kurskompendiet, avsnitt 3, for denna definition.
(b) Se Kurskompendiet, avsnitt 4, for denna definition.

(¢) Vi beriknar kurvintegralen i (i) med hjilp av parametriseringen
2(t) = 4e", t € 0,27

D fis |
2 (t) = 4ie™

samt




vilket leder till integralen

27 27 27
d 1 . ) )
/ 2= / —e" - dietdt = / ie?ttdt = 0.
0 z o 4 0

Lat oss nu berdkna integralen i (ii). Vi har
2422 722 = 2(2% + 2 - 72),

vilket inmebdr att polynomet i integrandens ndmmnare har ett nollstdlle innanfér cirkeln med radie 4.
Med hjilp av kvadratkomplettering ser vi vidare att 2> +z — 72 = (2 — 8)(2 + 9) vilket betyder att z = 0
dr det enda nollstillet med |z| < 4. Vi skriver nu

z+1 _ z+1 1
B+22-722 (2-8)(24+9) 2

och tillimpar Cauchys integralformel pa funktionen

z+1

(EE TR

vilken dr analytisk innanfér och i en omgivning av «y. Detta ger slutligen

z+1 1 ™
Ay = 2mif(0) = 2mi =_n
Lz3+z2—7zz 2= 2mif(0) = 2mir—g5 = 55

Vi behandlar nu kurvintegralen i (iii). Vi observerar forst att rétterna till z* + 17i ligger pd en cirkel
med radie \/17. Eftersom 17 > 16 har vi /17 > 4, wvilket i sin tur innebir att integranden i (iii) dr
analytisk i en cirkelskiva vars radie dr strikt storre dn 4. Ddrmed kan Cauchys sats tillimpas, och
integralens vdrde berdknas till 0.

. (a) (Teoriuppgift) Kan Greens formel anviindas for att berikna kurvintegralen

1 y?
d d
Ax4+2x2y2+y4 x+x2+y2 Y

dér « &dr en cirkel med radie r > 0 och centrum i origo, orienterad moturs? (1p)
(b) Berédkna viirdet pa kurvintegralen i (a) for varje r > 0. (4p)
Losningsforslag:

(a) Lt P(x,y) = m och Q(z,y,) = 227<1Fy2 Observera att z* + 222y +y* = (2? +y?)?, vilket

betyder att bade P och Q) dr definierade dverallt, utom i origo ddir bade P och Q dr odefinierade och i
sjilva verket har oegentliga grinsvdirden. Ddrmed dr forutsdttningarna for Greens formel ej uppfyllda.

(b) Vi berdknar kurvintegralerna med hjilp av parameteriseringen

x(t) = rcost, y(t)=rsint, tec]|0,2n].

Vi har da
2'(t) = —rsint, y'(t) = rcost,
samt 5 o
P),y(0) =~ Q1) y(t) = 5 = sin®1.
Alltsa fas

sint

27 1
/ P(z,y)dx + Q(z,y)dy = / (_7'3 + rsin® ¢ cos t) dt =0+ r[§ sin® t])2™ = 0.
v 0



6. (a) (Teoriuppgift) Lat {fi};2, vara en f6ljd av reellvirda funktioner pa intervallet [0, 1]. Definiera
vad som menas med att {fx} konvergerar punktvis till en funktion f. Definiera vad som menas med
att {fr} konvergerar likformigt till en funktion f. (2p)

(b) (Teoriuppgift) Visa att om {f}32, &r en foljd av kontinuerliga funktioner pa [0, 1] som konver-
gerar likformigt till en funktion f s& &r f kontinuerlig. (3p)

Lo6sningsforslag:
(a) Se Kurskompendiet, avsnitt 5, for dessa definitioner.

(b) Se Kurskompendiet, sats 6.1, for ett bevis.

Skrivningen berdknas vara riattad fredag 19 januari 2024. Se kurshemsidan fér information om aterlamning.



