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Lo6sningsforslag

1. (5p) Svara pa foljande fragor

a) Lat G = Z45 . Vilka ordningar dr mojliga for en delgrupp av G?

e

)
b) Finn alla 16sningar till ekvationen y? = 2® + 2 + 11 Z3 .
)

(c

Finns det en graf med valenslistan (1,2,2,3,3,4,4)? Om en sidan graf finns, rita en sddan. Om
inte, bevisa att ingen sadan graf kan existera.

(d) Ge exempel pé tva permutationer 7,7 € S5 som ej kommuterar, och skriv ner produkterna ~r
och 7y pa cykelform.

(e) Berikna Stirlingtalet S(5, 3).

Lésning: For den forsta uppgiften sa ser vi att 45 = 325, sa vi ser att ordningen av mojliga delgrupper
ar 1,3,5,9,15 och 45, av Lagranges sats (man ser litt att man kan konstruera en delgrupp fér varje
pastadd ordning). For att finna alla 16sningar till y? = 2% + x + 1 sa later vi forst x = 0 och ser da att
y kan vara 1 eller 2. Om x = 1 sa ser vi att y = 0 &r den 16sningen som finns. Slutligen, om z = 2, sa
soker vi 16sningar till y2 = 2, och man ser snabbt att det inte finns sddana y. For nista deluppgift, sa
ser vi att summan av valenserna dr 19, s av handskakningslemmat kan inte en sadan graft existera
(summan av valenserna maste vara jimna, av handskakningslemmat). Om vi {or nasta deluppgift later
v = (12) och 7 = (23) s& ser vi att y7 = (12)(23) = (231) men 7y = (23)(12) = (132). For att
berikna S(5,3) s anvinder vi rekursionsformeln S(n, k) = kS(n — 1,k) + S(n — —1,—k — 1). VI ser
att S(5,3) =35(4,3) + 5(4,2). Nu, S(4,3) =3-5(3,3) + 5(3,2) och 5(3,2) =25(2,2) + 5(2,1) = 3.
Sa vi ser att S(4,3) = 6. P4 samma vis ser vi att S(4,2) =7, sa att 5(5,3) = 25.

100
2. Lat G vara méngden av matriser pa formen |a 1 0| med a,b,c € Z5.
b ¢ 1

(a) Visa att G dr en grupp under matrismultiplikation. 3p

(b) Avgor huruvida det finns ett element i G av ordning 7. Om det finns ett sidant element, skriv ner
det. Om det inte finns ett sddant element, bevisa att det inte existerar. 2p

Lésning: Vi ser enkelt att produkten av tva matriser pa den givna formen fortfarande &r pa given

form. Identitetselementet ligger klart i G (och &r identitetsmatrisen). Associativitetskravet foljer av
1 00

att matrismultiplikation &r associativ. Vidare ser vi att inversen till {a 1 0] &r

b ¢ 1

1 0 O
—a 1 0],
ac—b —c 1
s& det &r en grupp. Vi ser ocksa ldtt att det inte finns nagra element av ordning 7, eftersom att gruppen
har ordning 53 = 125, sa Lagrange ger att inget sidant element kan existera.



3. Hur manga ord med 18 bokstéver kan man bilda fran bokstéverna
AB,C,D,D,F,FFG,M,L,0,0,R,R,R,R,S,S

sa att ordet inte innehaller nagon av delorden SOL, ROS, eller GRO?
Lésning: Vi kommer att anvdnda principen om inklusion-exklusion. Vi ser att det finns totalt 18

bokstéver, och (2_21282 4) mojliga ord utan restriktioner. Om vi betraktar SOL som “en” bokstav, sa vill

vi kolla hur manga ord vi kan bilda med hjéilp av “bokstaverna”
A, B,C,D,D,F\F,G,M,SOL,O,R,R,R, R, S.

Det finns totalt 16 bokstéver, sa vi far (2126 4) sadana ord. Om vi gor samma sak med delorden som
innehaller ROS sa vill vi vid en forsta anblick kontrollera hur manga ord som vi kan bilda av bokstdverna

A, B,C,D,D,F,F,G,M,L,0,ROS,R, R, R, S.

16
2,2,3

saddana ord. Har far vi dock ta i beaktande att vi dubbelraknar: vi kommer i detta dubbelrdkna nar tva
ROS forekommer i ordet. Antalet ord som innehaller tva ROS ar antalet ord vi kan bilda av bokstiverna

Det finns totalt

A,B,C,D,D,F,F,G,M,L,ROS, ROS, R, R.

Det finns 14 bokstéver och totalt (, 2142 ,) ord. Sa det finns

16 14
2,2,3 2,2,2,2

sddana ord som innehaller ROS. Slutligen, fér GRO vill vi kolla antalet ord vi kan bilda mha. boksté-
verna

A,B,C,D,D,F,F,GRO,M,L,0,R,R,R,S, 8.

16
2,2,3,2

sddana ord. For att se méngden ord som innehaller SOL och ROS samtidigt sa finns det tva fall. Det
ena ar orden som innehaller ROSOL, de andra som ej innehaller ROSOL. Antalet ord som innehéaller
ROSOL &r samma som antalet ord vi kan bilda mha. bokstdverna

Det finns

A, B,C,D,D,F,F,G,M,ROSOL,R, R, R, S.

14

Det finns 14 sadana bokstéver och totalt (% 5

bokstéaverna,

) sadana ord. For det Gvriga fallet sa betraktar vi

A B,C,D,D,F.F,G,M,R,R,R,SOL, ROS.

Det finns 14 stycken sadana bokstéver och vi far

14
2,2,3

mojliga ord. Med SOL och GRO sa kollar vi omordningar av

A,B,C,D,D,F,F,GRO,M,R,R,R, S, SOL.

14
2,2,3

Det finns 14 bokstéver och



mojliga ord. Slutligen, for ord som innehaller bade ROS och GRO finns tva fall. Forsta fallet dr de som
innehaller GROS, de andra de som €] innehaller det. Foér det forsta fallet kollar vi p4 omordningar av

bokstiverna
A B C,D,D,FF,M,L,GROS,O,R,R,R,S.

Det finns da (21253) saddana ord. For ord som skapas av bokstdverna

A,B,C,D,D,F,F,GRO,M,L,ROS,R, R, S

14
2,2,2

sadana ord. Slutligen, sa ska vi se de ord som innehéaller bade SOL, ROS och GRO. Vi far aterigen
tva fall: i det forsta fallet sa forekommer ordet GROSOL, i det andra s& férekommer det inte, och i
det fallet sa férekommer bade GROS och SOL. I det forsta fallet s& ser vi att vi kollar omordningar av
bokstéaverna

och det finns

A,B,C,D,D,F,F,GROSOL, M,R,R, R, S

13
2,2,3

sadana ord. I det andra fallet sa tittar vi pa omordningar av

och det finns totalt

A,B,C,D,D,F,F,GRO,M,R,R,R,SOL, S

14
2,2,3

18 16 14 16 16
<2,2,2,2,4> B [(2,2,3) B (2,2,2,2)} B (2,2,4) B (2,2,3,2)
14 14 14 14 15
+ {(2,2,3) + (2,2,3)} + <2,2,3) + {(2,2,2,) + (2,2,3)}

13 14
B {(2,2,3) + (272,3”

4. Betrakta foljande figur, som visar ett halsband med fem kulor:

och det finns totalt ( ) sddana ord. Av principen om inklusion sa far vi att det finns:

mojliga ord.

Lat nu X vara mingden av farglaggningar av varje kula i halsbandet med en av 10 firger, sa att ingen
farg forekommer pa mer &n tre kulor. S& med andra ord far en, tva eller tre kulor ha samma férg, men
inte fler.

(a) Vad &r kardinaliteten av X? 1p

(b) Femhorningens symmetrigrupp, som bestar av 10 element, verkar pa X. Bestam antalet element
i fixpunktsméingderna for varje element i gruppen. 3p

(c) Bestdm antalet banor, dvs, antalet ekvivalensklasser av firgldggningar av kulorna i halsbandet
ovan, dir tva farglaggningar anses ekvivalenta om de gar att 6verfoéra i varandra genom ett element
av femhorningens symmetrigrupp.



Lésning: Det finns totalt 10° firglaggningar, och for att betrakta de firgliggningar dir inga firg
forekommer fler &n tre ganger sa subtraherar vi med de sétt dér en farg forekommer fler &n tre ganger.
En firg kan forekomma fyra ginger, som kan ske pa (3) - 10 - 9 siitt och en firg kan forekomma fem
ganger pa 10 sitt for totalt (3)-10-9+ 10 siitt.. Sa det finns totalt 10° — ((3) - 10- 9+ 10) = 99540 siitt
dér ingen farg forekommer fler &n tre ganger. Vi skall nu berdkna fixpunkterna for varje element av
femhoOrningens symmetrigrupp. Det finns fem rotationer och fem speglingar. Om vi tdnker oss att farg
Fy dr pa kulan hogst upp, Fo den som kommer nist medsols, s kan vi representera en firgliggning
med sekvensen (F}, Fy, F3, Fy, F5). En rotation 72 grader tar denna péa (Fs, Fy, Fy, F3, Fy). Vi ser att
for att denna skall vara samma som den tidigare sa méste F} = F5 = Fy = F3 = F5, dvs. alla farger
maéste vara samma. Men en sddan tillater vi ej, d& hogst tre stycken far ha samma farg. En rotation 144
grader tar (Fl,FQ,F3,F4,F5) pfoi (F4,F5,F1,F2,F3). Da maste F1 = F4,F2 = F57F3 = F17F4 = FQ,
dvs. Fy = Fy = F; = F5 = F3,s4 inga element fixeras. For rotation 216 grader sa tas (Fy, Fy, F3, Fy, Fy)
pé (F37F4,F5,F1,F2). Isddanafall méaste F1 = F3,F2 = F4,F3 = F5,F4 = F1,F5 = FQ, dvs. alla maste
ha samma farg. Saledes far vi att inga sadana finns. Med rotation 288 grader sa finns det ej nagra
fixelement. Vi behover nu kontrollera speglingarna. Speglingen fran en femhornings "6verstahorn, tar
fargningen (F1, Fy, F3, Fy, F5) pa (Fy, Fs, Fy, F5, Fy) sd dd maste Fy = F5, F5 = Fy. Det finns nu 10-10-9
farglaggningar som uppfyller kraven. De andra fem speglingarna fungerar helt analogt. Vi applicerar
99540 + 5 - 10% - 9

0 = 10404 olika fargldggningar som

slutligen Burnsides lemma och far att det finns

satisfierar kraven.

. Lat C vara den linjara kod som bestdms av checkmatrisen

101 0 0 0 1

001 0011

11101 00

0 001100
a) Hitta alla ord i C. 1p
b) Hur ménga fel rattar C' som mest? Kom ihag att det &r viktigt att visa att C réttar exakt det
antal fel du pastar. 2p
¢) Antag att meddelandet z = (0,1,1,0,1,1,1) har mottagits och det kan ha forekommit hogst tva
fel. Kan vi ritta z? 2p

Losning: Genom att radreducera s& kan vi hitta nollrummet och se att det har dimension 3, samt
utgors av alla element pa formen (y,z + 2,y + 2z, x,z,y, z)med z,y, z 1 Zg . Séledes har C' kodorden

(0’ 0) O? 07 0’ 0’ 0)7 (07 1’ 17 07 07 07 1)’ (1707 1’ 0’ 0) 170)’ (17 1707 07 0’ 17 1)

och
(0,1,0,1,1,0,0),(0,0,1,1,1,0,1),(1,1,1,1,1,1,0),(1,0,0,1,1,1,1).

Da vi har en linjar kod sa kan vi bara berdkna vikten av koden, och vi ser att vikten &r 3. Saledes
rattar C' atminstone ett fel och man kan litt se att inga fler fel kan rittas (exempelvis om vi mot-
tar (0,1,0,0,0,0,0) s kan vi inte veta huruvida det ténkta meddelandet var (0,1,1,0,0,0,1) eller
(0,1,0,1,1,0,0). Om vi nu skall réitta z s& ser vi att det finns ett unikt element p4 Hammingavstand
< 2, ndmligen (0,1,1,0,0,1), s& detta meddelande géar att ritta.

. Betrakta polynomet p(z) = 2° +x* + 2% +2 i Z3[z]. Faktorisera p(z) i irreducibla faktorer. Lésning: Vi
kollar férst om polynomet har en rot i Zs , och vi ser att om vi later z = —1 = 2 s& far vi att —1 &r en
rot. Om vi utfér polynomdivision med z + 1 sa far vi polynomet x* 4 2 + 2. Vi ser efter kontroll att det
ej har rotter, sa om det dr reducibelt s& ar det en produkt av tva andragradspolynom. Om vi antar att
x*+ 242 dr en produkt av tva andragradspolynom s ser vi att z* +x+2 = (22 +bx+c)(22 +dx +e) for
nagra b,c,d,e € Zs . Det vill sdga, vi skulle da ha

st +2=a+ (d+b)a+ (e +c+bd)x? + (be + cd)x + ce.



Detta ger upphov till ett ekvationssystem som saknar 10sningar. Vi ser forst att d = —b = 2b. Vidare,
sa skall ce = 2, sa antingen dr c = 1,e = 2, eller c = 2,e = 1. Vi ser da att bd = 0, dvs. b = d = 0. Men
detta ger en motségelse, ty be + c¢d = 1 har ingen 16sning om b och d &r noll.



