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Inga hjilpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift &r vird 5 poéng och
minst 15 poing, varav minst 4 fran teorifragorna, kriavs for godkint.

1. Berdkna flodesintegralen av vektorfiltet
u = (zz + xsin’y, yz, zcos? y)

ut ur cylindern
Z={(z,y,2) eER®*: x? + ¢y =4,1 < 2 < 2}.
Losningsforslag:

Vi noterar att det givna vektorfiltet dr godtyckligt mdanga ganger deriverbart, medan den givna cylindern
plus topp-och bottenlock bestiende av cirkelskivor utgér en sluten och styckvis slit yta i R3. Vi kan
sdledes tillimpa Gauss sats.

Vi har
divu = z 4+ sin®y 4+ z 4+ cos? y = 1 + 2z,

och volymsintegralen éver den solida cylindern blir efter dvergang till cylindriska koordinater x =
rcosf, y=rsinf och z =z

2 em 2 2
///(1 + 22)dxdydz = / / / (14 2z)rdrdfdz = 477/ (14 2z)dz = 167.
r=0Jl0=—7 Jz=1 1

2. (a) (Teoriuppgift) Definiera rotationen av ett vektorfilt i R®. (1p)
(b) Berikna rotationen av vektorféltet
u=2zyz? +y,2%2% + 2,22%yz + )  (2p)
(c) Beridkna kurvintegralen av u med moturs orientering langst med randen av kvadraten i xzy-planet
vars horn ér (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) och (0,1,0). (2p)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken for en definition av begreppet rotation.
(b) Vi stiller upp hjalpdeterminanten
€1 €9 €3
Oy Oy 0,
2eyz? +y 222242 22%yz 4z
och berdknar pd sd vis rotationen till (—1,—1,—1).

(¢) Lat oss utnyttja Stokes sats pd det slita vektorfaltet u och en kvadrat i planet. Vi har for kvadraten
i xzy-planet vars rand den givna orienterade kurvan utgor en kompatibel normalvektor given av (0,0,1).
Da fas rotu - (0,0,1) = —1, en konstant funktion, och kvadraten har sidlingden lika med 1.

Ddrmed fas
/u -dr = // rotudS = —Area(K) = —1.
¥ K



3. (a) (Teoriuppgift) Vad menas med att ett vektorfilt u € C?(R?) &r konservativt? (1p)

(b) Lat ~ vara snittet mellan de tvd mingderna
S={(z,y,2) ER®: 2> 4+ 9>+ 22 =9} och P={(z,y,2) €ER*: z+y+2=0}.

Beskriv méngden ~. (1p)

(c) Visa att det finns minst ett val av a, b, c € R, ¢j alla noll, sddant att kurvintegralen av vektorfiltet
u = (ayz — y?, xz + bry, vy + c2°)

langst med ~ &r noll. (3p)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken av Persson-Bdiers for en definition.

(b) Mingden S dr en sfir i R® med radie lika med 3. Denna skirs av planet P vilket innehdller origo.
Sdledes dr mdngden -y en storcirkel pa sfiren.

(¢) En mdajlighet dr att vilja parametrar a,b, ¢ sédana att det resulterande vektorfailtet ar konservativt.
Om vi forst integrerar forsta komponenten erhiller vi vi axyz — xy® + ¢(y, 2), dir ¢ ej beror av x.
Partiell derivering av denna funktion med avseende pd y ger direfter axz — 2xy + g—i, och genom att
vilja a =1 och b= —2 samt ¢ = ¢(z) har vi precis uttrycket i andra komponenten av det givna faltet.
Vi har nu att U(z,y,2) = xyz — xy* + %zg ddr c dr en godtycklig reell konstant dr ett konservativt filt.
Da kurvan v enligt (b) ar enkel och sluten foljer nu att kurvintegralen fv udr =0 fora=1,b= -2
och ¢ godtyckligt.

4. (a) Funktionen u(z,y) = xze®siny + ye® cosy ir realdelen av en analytisk funktion f(z). Avgor vilken
av foljande funktioner som ger en imaginérdel till f(z), samt identifiera funktionen f(z). (3p)

(D) v(z,y) =ye*siny —xze® cosy (it) v(z,y) = ze? cosy + ye sinz
(tit) v(z,y) = ye¥siny — ze¥Y cosz  (iv) v(z,y) = zysinz — xy cosx.

(b) Beridkna kurvintegralen

P

z 2
/ze + cos(z )d
¥

dir v ={z € C: |2| = 2}. (2p)
Losningsforslag:

(a) Vi drar oss till minnes formeln e* = e%e™ = e® cosy + ie® siny, dir z = x + iy. Utseendet hos
den givna funktionen u antyder att vi kan prova att berdikna ze* = xe® cosy — ye® siny + i(xe” siny +
ye®” cosy). Vi ser sedan att realdelen av —ize* sammanfaller med den givna funktionen u, och att
imagindrdelen av samma funktion dr funktionen i alternativ (i). Alltsd dr f(z) = —ize* den sokta
funktionen (upp till en konstant) och de évriga alternativen dr uteslutna pd grund av entydighet.

(b) Vi betraktar férst integrandens nimnare vilken, efter ett mellansteg dir substitutionen w = 2z°

anvinds, inses ha faktoriseringen 2 +2%+1 = (z+ 1 iz?)(z -1 :l:z@) Samtliga rotter till nimnaren

ligger allstd pa enhetscirkeln i komplexa planet. Sdiledes dr integranden en analytisk funktion i en
cirkelskiva som helt innesluter kurvan . Cauchys integralsats utsiger da att den sékta kurvintegralens
vdrde dr lika med 0.

(a) (Teoriuppgift) Formulera och bevisa Greens formel. (3p)
(

2

T -5+y*=1% (2p)

Losningsforslag:

b) Berikna kurvintegralen fv xdy moturs ldngst med den slutna kurvan i planet som beskrivs av

(a) Se kursboken Persson-Bdéiers, Analys i flera variabler, for ett bevis.



at oss forst observera att uttrycket som definierar v kan skrivas pa formen
b) Lat orst ob tt uttrycket 3 kan skri i

1 2 2

“(x—-1)+y*=1

vilket dr uttrycket for en ellips med centrum i (1,0). Vi kan nu tillimpa Greens formel for att erhélla

/xdy—/ dxdy = Area(FE)

dir E = {(z,y) € R?: 3(z — 1)? + y? < 1}. Den sistnimnda arean kan beriknas med hjilp av et
elliptiskt variabelbyte (se PB2, s. 266) till 2x.
6. Lat {fx}32, vara en foljd av reellvirda kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, 1].

(a) (Teoriuppgift) Definiera vad som menas med att {f;} konvergerar punktvis till en funktion f.
Definiera vad som menas med att {fj} konvergerar likformigt till en funktion f. (1p)

b) (Teoriuppgift). Konvergerar {z**(1 + 2*%)}2° . likformigt pa [0,1]? (1p
k=1
(c) (Teoriuppgift) Visa att om {f} konvergerar likformigt mot f si giller

Jim / () = / e (3p)

Losningsforslag:
(a) Se kurskompendiet for dessa definitioner.

(b) Observera att limy_, oo fr.(1) = 2 medan limg_, fx(z) = 0 for alla 0 < x < 1. Féljden fi, konver-
gerar alltsd punktvis mot en funktion f som dar diskontinuerlig pd intervallet [0,1]. Sdledes kan {fr} ej
konvergera likformigt.

(c¢) Se kurskompendiet for ett bevis.

Skrivningen berdknas vara rattad fredag 24 februari 2023. Se kurshemsidan for information om aterlimning.



