Matematik I — Analys del 2

Losningsskiss till tentamen 2024-02-21

1. Funktionen #r kontinuerlig pa [0, 2], antar alltsa sitt stérsta och minsta vérde. Vi ser fran
definitionen av f att f(z) > 0 géller for alla x, och att f(1) = 0. Déarfoér 4r minsta virdet 0.
Dessutom géller
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Vi kan genast ldsa av foljande teckentabell.
T 0 1 2
f'(x) -+
fly 1N Jo] ]2

=

Storsta virdet pa intervallet [0,2] dr alltsa 1.

2. Maclaurinpolynomet kan bestimmas med hjilp av standardutvecklingar. Da vi dock dnda
kommer behéva derivatorna av f, bérjar vi med att rdkna ut dem:
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flay=ze7,  fa)=0+2%)e>,  f"(x)=@Br+a%)e7.
Dérfor blir
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Resttermen blir da
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for nagot £ mellan 0 och z. Om |z| < 0,1, sa dr dven |£] < 0,1 och vi kan fa fram felupp-
skattningen
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dé vi har anviint e <el < 3.
3. Betrakta funktionen f(z) = (x + 1)e~*. Den &r deriverbar pa hela R och
f(z) = —ze™ .

Sarskilt ar f'(x) < 0 for alla @ > 0 och sjilva f avtagande och positiv dir. Déarfor har vi
integraluppskattningen
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Integralen kan berdknas med hjalp av partiell integration. Alternativt ger berédkningen ovan
att
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da B — co. Sammanlagt far vi

. Vi viiljer poléra koordinater x = rcosf, y = rsin6, dir 2 <r <3 och 0 <6 < 7. Da far vi

// xydxdy—/ / r cos@sm@rd@dr—/ 3dr/ sin @ cos 6d6

= 1 (34 — 24) / sin @ cos 8d0 = —/ sin 6 cos 6d6.
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Integralen med avseende pa 6 kan t.ex. berdknas genom att inse att sin 6 cos &r derivatan
till g(f) = & sin . Detta ger
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. Detta &r en DE med separabla variabler. Vi kann se genast att vénsterledet liknar J-y°.
Saledes &r DE:n ekvivalent med
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(partialbraksuppdelning genom handpaliiggning). Vi kan redan nu bestimma konstanten, da
vi vill ha y(1) = —2 och dérfor
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vilket ger C =4 + %ln 3. Vidare far vi
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Men for att begynnelsevillkoret y(1) = —2 kan gélla, sa maste tecknet véljas som minus, och

16sningen blir
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. (a) (zo,yo) ar en lokal minimipunkt till f om och endast om f(z,y) > f(xo,yo) géller for
alla (z,y) i en omgivning av (zg, yo)-

(b) Vi berdknar forst de partiella derivatorna,
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% forsvinner uppenbarligen endast om x = 1. Stoppar vi in detta i ekvationen 0 = %(x’ Y),

sé ger detta 4y® = 0 och dérfor ¥ = 0 som enda 16sning. Den enda stationira punkten &r

alltsa (1,0).
Att detta &r en lokal (t.0.m. global) minimipunkt fljer da med kvadratkomplettering:

fey)=(=-12+y"-1) @ +1) >y —1>-1= f(1,0)

géller for alla (z,y) € R2.



