Matematik I — Analys del 2

Losningsskiss till tentamen 2024-01-12

1. Betrakta f(r) = 4xlnz + 1 f6r £ > 0. Da f/(x) = 41nz + 4, vilket blir noll om och endast
om z = e~ !. Teckentabell:

x 0 e !
f'(z) -1 0 |+
f(z) N\ /

Funktionen har dessutom gransvardena

Jim ) =1, lm f@) = +oo.

Dessutom #r f(e™!) = —4e™! + 1 < 0. Alltihop ger en enkel skiss av funktionsgrafen att f
har tva positiva nollstéillen, dvs. ekvationen har tva reella 16sningar.

2. Vi ska integrera f(x)? = T 490:;)2. Partialbraksuppdelning:

r—1 A n B
(4—2)2 4—2 (4—2)2

ger med handpalidggning (dvs. multiplikation med (4 — x)? och grinsviirdesbetraktning x —
4) att B = 3, och sedan foljer det vidare att A = —1. Rotationsvolymen V ges dérfor av

V:w/lgf(x)2dx=7r/13 (—4ix+(4_330)2>d1‘=ﬂ'{1n(4—x)+4ix j
=7(2—-1n3).

3. Vi hittar stationdra punkter genom att hitta gemensamma nollstéillen av

g = 2) oz +y? g _ 2y x4y
B (z,y) =y(1 4 22%)e och By (z,y) =x(1+2y7)e .

Den enda 16sningen ér (z,y) = (0,0) (ligger pa omradets rand).

Randen bestar av tre delar. Déar x = 0 eller y = 0 &r f konstant lika med noll. Det aterstar
att undersoka biten dir y =2 — z och 0 < x < 2: 1at

g(x) = f(x, 2 — f) = (Qx — x2)3I2+(2*$)2 _ (Qx _ x2)€2$274w+4.
Dess derivata &r
g/(ﬂf) = (2 _ 2x)€212—4f+4 + (2$ _ Iz)(4$ _ 4)62z2—4m+4

1
=4(1—x) (x2 — 2z + 2> e2r’ A td,

Den har nollstéillen i z = 1 samt = 1 + \/g Dirfor ar dven (1,1), (1 — \/g7 1+ \/g) och

(1+ \/g, 1- \/g) mojliga extrempunkter.
Jamforelse: £(0,0) = f(0,2) = f(2,0) =0,

f(1,1) = €2, f<1—\/g,1+\g>=f<1+\/§,1—\£>=e;.

Storsta viirdet dr alltsi e3/2 och minsta virdet ér 0.



4. (a) En skiss ger

/1 7 /O " e yayas = /0 v /1 " (o, y)dady + /1 ;7 /1 Y s y)dady.

(b) Med poliira koordinater = rcos @,y = rsin @ har vi

7T/2 2 71—/2 2
// z(z? + y?)3dady :/ / 7 cos Orrdrdd :/ cos Hd@/ r8dr
D —m/2J0 —7/2 0

_2r12_1mg
9 0

5. Den homogena DE:n 3" — 7y’ + 12y = 0 har den karakteristiska ekvationen r2 — 7r 4+ 12 = 0
med losningar » = 3 samt r = 4. Dérfor ges den allménna 16sningen till den homogena DE:n
av

yn(z) = C16% + Cae'®

med konstanter Cp,Cs € R.

For att 16sa den inhomogena DE:n viljer vi ansatsen
Yp(r) = Aze®
pa grund av resonansfall (e3* léser den homogena DE:m). Derivator:

o) = A(1+32) &,
yn(x) = A(6+9z) €.

Insédttning i DE:n ger

6396 — _A63z’
och jamforelse av koefficienterna leder till A = —1. Vi far alltsa
Yp(z) = —263”,

och den allménna l6sningen &r
y(x) = C1e** + Coe*™ — xe3”.
6. (a) Det finns en funktion B som #r begrénsad i en omgivning av z = 0 sadan att

T+ f”2(0) 2+ f’”ﬁ(O) 2+ B(m)x4.

fx) = £(0) + £'(0)

(Restterm pa svag form.)

(b) Under uppgiftens forutsittningar existerar funktioner B,E som dr begridnsade in en
omgivning av x = 0 sadana att

5@ = 70)+ 700+ Z 00 1 By,
f(x) = f(0)+ f"(0)x + wmz + B(z)z®.
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Darfor

2 ~

af(x) + f'(x) _ af(0) + £'(0) + (af'(0) + f7(0)) + (af"(0) + f(0)) 5 + (B(x) + B(x))z®

2 2

och grinsvirdet da z — 0 existerar om och endast om bade
af(0) + f(0) =0 och af/(0)+ f"(0) =0,

Om f/(0) = 0, s& ger den forsta ekvationen o = 0, och i detta fall ger f(0)f”(0) — f/(0)2 =0
att dven f”(0) =0, o = 0 uppfyller alltsa dven den andra ekvationen.

Lat oss nu betrakta fallet f'(0) # 0. Den férsta ekvationen loses da av «y = —’;/((8)), och
den andra av ag = —%. Enligt forutsittningen f(0)f”(0) — f’(0)*> = 0 & a3 = as och

ekvationssystemet har en entydig 16sning,

F0) _ f1(0)
70~ F0)




