MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del B
Avd. Matematik 23 februari 2024
Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift 4r vird 5 poédng och
minst 15 poing, varav minst 4 fran teorifragorna, krivs fér godkint.

1. Vilket eller vilka av vektorfalten

(Z) u(x, Y, Z) = (yz, xz, (Ey) (27,) u(;I;’ Y, Z) — (1 + log(z2 + 1)7 0, ZZ-T_H>

(iii) u(z,y, z) = (2xy + sin z, 22, 2 sin 2)

har en potential i ellipsoiden
E={(z,y,2) e R®: 2? + 24> + 322 < 1}?

(Eventuell potential behdver ej anges.)
Losningsforslag:
(i) Vi observerar att U(x,y,z) = zyz dr en potential for u i hela R3, och dd sdrskilt i E.

(#) Vi integrerar forsta komponenten i vektorfaltet och erhdller
z+zlog(2? + 1) + ¢(y, 2),

ddr ¢ endast beror av y och z och ej av x. Ndr detta uttryck deriveras med avseende pd z fas

2zx
21 + 0:9(y, 2).
Eftersom faktorn 2z saknas i téiljaren i vektorfiltets tredje komponent, och 0.¢ endast beror av y och
z drar vi slutsatsen att potential saknas i E.

(iii) Vi integrerar forsta komponenten och far x*y + xsinz + ¢(y, 2). Derivering av detta uttryck med
avseende pd z ger xcosz + 0,P(y, z) vilket enligt samma resonemang som i (ii) ger vid handen att
potential saknas.

2. Berdkna flodesintegralen av vektorféltet
u = (zz,2yz,zy + 2%)

ut ur cylindern C = {(z,y,2) € R®: 22 +¢y2 =4, -1 < 2 < 1}.

Losningsforslag: Vi har att géra med ett polynomiellt vektorfdilt u som speciellt dr av klass C* i hela
R3. Vidare dr den givna cylinderytan slit, och genom att ligga till tvd lock kan vi erhdlla en sluten,
styckvis sldt yta. Gauss sats kan alltsa tillimpas.

Vi berdknar forst
divu = 2z + 22 4+ 22 = 5z.

Direfter berdknar vi trippelintegralen

1 1
/// divudzdydz = / 5z (// dxdy) dz = 207r/ zdz =0
K -1 r24+y2<4 -1



dar vi 1 andra steget har utnyttjat att integranden ej beror av variablerna x och y.

Nu dterstar att berdkna bidragen fran de tvd locken. Topplocket har den utdtriktade normalen Ny
(0,0,1) medan bottenlockets utdatriktade normal dr N, = (0,0,—1) vi ser vidare att integranden pd
topplocket blir

u(z,y,1) = (x,2y,zy + 1) wvilket ger u(z,y,1) - Ny =zy+1
medan integranden pa bottenlocket blir
u(z,y,—1) = (—z,—2y,2y+ 1) wilket ger u(x,y,1) - Ny = —ay — 1.

Integrationsomrddet i (x,y)-planet dr i bagge fallen samma cirkelskiva varfor de bigge lockintegralerna
tar ut varandra.

Den sokta flodesintegralens vdrde dr sdledes

//u-dS:/// divudxdydz—//u-NtdS—//u-NdezO
c K T B

. (a) (Teoriuppgift) Formulera Cauchy-Riemanns ekvationer med samtliga forutséttningar. (1p)

(b) (Teoriuppgift) Ge ett exempel pa tva funktioner u(z,y) och v(z,y) som &r kontinuerligt deriver-
bara, men som inte uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer. (1p)

|2]?
———=dz
[Y3z+ 22

dér v = {z € C: |z| = 2} &r orienterad moturs. (3p)

(¢) Beridkna kurvintegralen

(Ledning: Vissa identiter for kompleza tal kan vara anvindbara.)
Lo6sningsforslag:
(a) Se avsnitt 3 i kompendiet Analytiska funktioner etc. pd kursens hemsida.

(b) Satt u(z,y) = x och v(x,y) = —y. Dd dr f(z) = u(x,y) +iv(z,y) = Z, och vi har Oyu =1 medan
Oyv = —1. Sadledes dr Cauchy-Riemanns ekvationer ej uppfylda for detta par av funktioner.

(c) Vi observerar férst att |2|> = z - z. Denna identitet ldter oss skriva om integranden for z # 0,

| 2|2 2Z z

32+ 22 32+22 3+2

ddr vi i sista steget har forkortat med z. Vi har efter denna férenkling att berdkna

z
dz
L3+z

men denna integral dr enligt Cauchys sats lika med noll, eftersom integranden z/(3 + z) dr analytisk
innanfor och i en omgivning av kurvan vy da det enda nollstédllet till ndmnaren dr z = —3.

. (a) Bestdm rotationen av vektorfaltet

u = (sin(mz),sin(nz), 7(z + y — z) cos(mz) — sin(wz)). (2p)

(b) Beriikna kurvintegralen av vektorfiltet i (a) lings kurvan {(2t,2t + sin(rt), 1 +t2): 1 <t < 2}.
(3p)
Lo6sningsforslag:
(a) Ansitt
U(z,y,z) = (x +y — z)sin(mz).



Partiell derivering med avseende pa variablerna x, y och z ger vid handen att U dr en potential till det
givna vektorfiltet u, som sdledes dr konservativt. En kdnd sats ger dé att rotu = 0.

(Rotationen kan naturligtvis ocksd berdknas med sedvanliga metoder.)

(b) Antingen har vi i (a) redan bestamt en potential, eller sd har vi sett att rotu = 0 wvilket i del (b)
motiverar att en potential bor bestammas. Kurvintegralens virde ges nu av differensen av U 1 slutpunk-
ten (4,4,5) och startpunkten (2,2,2). Eftersom U(2,2,2) = U(4,4,5) = 0 dr den sékta kurvintegralens
védrde lika med 0.

5. (a) (Teoriuppgift) Formulera och bevisa Greens formel. (3p)

(b) Berikna kurvintegralen

/ yide + xdy
.

déir v #r den positivt orienterade ellipsen 22 + 2y? = 1. (2p)
Lo6sningsforslag:
(a) Se kursboken Persson/Bdiers II for en formulering av Greens formel med tillhérande bevis.

(b) Vi utnyttiar Greens férmel for att berikna denna kurvintegral. Sitt u = (P,Q) = (y?,2), ett
polynomiellt vektorfdlt. Vi har 0y,P = 2y och 0,Q = 1 vilket ger integranden 0,Q) — 0,P =1 —2y. Vi
infor elliptiska koordinater

r
x=rcos och y=——=sind
G
och berdknar funktionaldeterminanten J(r,0) = cos 9 - % cosf — (—rsinf - % sinf) = \L@

Detta ger oss dubbelintegralen

//E (0:Q — 9, P) dvdy = /01 /7;(1 —V2rsin 9)\%%9

vilken kan delas upp i de tva integralerna

1 1 i T 1 1 i
— rdrdd = — och — — r2 sin Odrdf = 0.
7l [raro=g5 o — 5[]
Alltsé fas

9 7r
yedx + xdy = .
/7 V2

6. (a) (Teoriuppgift) Betrakta en foljd { fz}7° ; av kontinuerliga funktioner f;: [0,1] — R. Definiera vad
som menas med att serien Y- fx(x) konvergerar likformigt pa [0,1]. (2p)

(b) (Teoriuppgift) Konvergerar

oo

X
> T

k=1
punktvis pa [0, 1]? Konvergerar serien likformigt pa [0, 1]? (3p)
Losningsforslag:

(a) Se avsnitt 7 i kompendiet Analytiska funktioner, etc pd kursens hemsida for den efterfragade defi-
nitionen.

(b) Se exempel 7.1 i kompendiet for en detaljerad lésning.

Skrivningen beréknas vara riattad 1 mars 2024. Se kurshemsidan fér information om aterlamning.



