Losningsskiss tenta 2024-03-13, Analys del 1

1. (a) Forlanger vi med konjugatuttrycket v/n + a + /n far vi

vatb+yn _ Vi+b/n+l

(Vn+a—vn) (Va+b+vn) v eyl e o

da n — oo.
(b) Med standardgransvéirdet for e far vi att

z(In(z+1)—In(z)) = zln (xl_l) =zxln (1 + i) =1In (1 + i)m — In(e) =1

da x — oo.

2. Om z # —1 och y # 2 far vi

vt 1 & zy+ 2r+1 & z(y—2)=1 & 1oy
= €T = €T €T —_ = —_ xr = .
x+1 vy Y Y y—2

y=f(z) &y

Funktionen f dr ddrmed inverterbar och f~!(y) = % Vi har alltsa att

_1—m

) = Pt

T

och inversen definitionsméngd &r alla reella tal utom 2, och virdeméangden alla
reella tal utom —1.

e e Tr—1
3. (a) Med partialintegrering far vi /xem dr = e dr = 9 e 4 C.
(b) Vi borjar med en substitution och forsiatter med partialintegrering och far:
w2 _ ™
/ sin(v/r) dr = { “I;g’ ] :/ sin(u)2u du

0 dr=2udu 0

b - T
= [ — cos(u)2u} — / (—cos(u))2du = 27 + {2 sin(u)] = 2.

0 0 0

x
w 1
(c) Vifar / JW dx = {dtt:e% dt] = /m dt = arctan(t)4+C = arctan(e”)+
C sa

/0 Fpnper dx = A}gnoo (arctan(e ) —arctan(e )) =5 =

NS
NS

4. Funktionen f(z) = 2arctan(|z|) — x ar definierad och kontinuerlig for alla x € R,
s& vertikala asymptoter saknas. Vi far

P G B, (mM_1> _
r—t+oo g r—+oo €T
och
m = zgrfoo(f(x) —kz) = IEIEOO 2arctan(|z|) =7

s& y = kx +m = m — x ir en tvasidig sned asymptot.

Vihar f(z) = ) . Viser
—2arctan(x) —z ;2 <0 —r 1 <0
direkt att f'(z) < 0 for alla x < 0, och for z > 0 ar f'(x) = 0 bara dd x = 1. Efter

forenkling far vi att f”(x) = (111;’2:‘)2 sa f"(x) < 0 for z # 0. Vi gor en teckentabell:

. 2 .
2arctan(z) — x ’xzoséf’(:r):{“r‘”?_l ;x>0
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Fran denna ser vi att funktionen har ett lokalt minimum foér x = 0, och och ett

lokalt maximum f6r x = 1. Grafen ar konkav pa intervallen | — oo, 0] och [0, ool.
Slutligen skissar vi grafen:
Y
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(a) Vi far
lim g(z) = lim ze V% = |t =1/z| = lim = S =0
x—04 xz—04 t—oo  tet ’
men

t
lim g(z) = lim ze '/* = {t = —1/$] = lim —% = —00,

z—0— z—0— t—00
sa lir% g(x) existerar inte. Ddrmed kan vi inte fa funktionen kontinuerlig,
r—
oavsett varde pa a.

(b) Med derivatans definition far vi for varje x € R att

f/(~2) = lim f—z+ h}i —fl=2) _ £ jin] = Jim flz — h}z — f(x)
_ {k: —h} :%%_f(“kk):—f(w) — ),

vilket visar att f’(z) dr en udda funktion.



