MT5002 — Sannolikhetsteori II — tentamen

Datum Fredag 18 augusti, 2023

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Formelblad som delas ut med tentamen.

Bed6mning Tentamen ar indelad i en basdel och en betygsgrundande del,

vilka bestar av 20 respektive 40 poang. Vid godkéant resultat pa basdelen réattas

aven den betygsgrundande delen, som bestammer betyget. Inlamningsuppgifter
under kursens gang har kunnat generera upp till sex bonuspoang. Dessa raknas

in i den betygsgrundande delen, men ej basdelen. Foljande granser galler for

att uppna de olika betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):

/A B C D E
Basdel | 14 14 14 14 14
Betygsgrundande del | 38 30 20 10 O

Valmotiverade och fullstandiga 16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poang.

Basdel

Uppgift 1. Lat X vara en icke-negativ och heltalsvird stokastisk variabel
vars sannolikhetsgenererande funktion ges av gx (t) = 75(1+4t2+5t*). Bestim
véntevardet av X. (5p)

Uppgift 2. Antag att du registrerar n oberoende observationer fran en
fordelning med #ndligt vinteviirde p och varians o? > 0. Avgér vilka av
foljande pastaenden som ar korrekta. Motivera ditt svar. (5p)

(a) Da n ar stort kommer medelvérdet av observationerna med sannolikhet

nara 1 att ligga nara p.

(b) Dan ér stort kommer summan av observationerna med sannolikhet néra
O (x) ej overstiga un + xoy/n, dir ®(z) ar fordelningsfunktionen for en
standard normalfordelning.

Uppgift 3. Avgor for vilka av féljande matriser som det existerar en mul-
tivariat normalfordelning som har den givna matrisen som kovariansmatris,
samt for vilken en téthet existerar. Motivera ditt svar. (5p)
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Uppgift 4. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars téthet ar

1/2 foro<z<1,1<y<2,

Fxy(@y) = {1/2 for1<z<20<y<l.

Bestdm den betingade férdelningen for YV givet X = z for x € (0,2]. (5p)



Betygsgrundande del

Uppgift 5. Antag att X = (X7, X, X3)" ar multivariat normalfordelad med
vantevirdesvektor p och kovariansmatris A givna av
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(a) Bestdm fordelningen for Y = (X7 + X3,2X2)". (3p)
(b) Avgdr om Y har en tathetsfunktion, och ange i sa fall denna. (3p)

(c) Berékna den betingade fordelningen for X; + X3 givet Xo = 5. (4p)

Uppgift 6. I Brunnsviken héckar ett antal fagelarter. En av dessa kallas
skdggdopping. Antalet par av denna art som skrider till hdckning ett visst
ar foljer en Poissonfordelning med vantevarde 10. Varje pars hackningsférsok
resulterar i ett antal klackta ungar (en kull) som givetvis ar icke-negativt. Vi
antar att varje par bara kan genomfora ett hickningsforsok per ar. Ett visst
ar foljer kullstorleken (dvs antalet ungar i en kull) en geometrisk fordelning
med parameter 1/5. Storleken av var kull kan anses oberoende av andra kullar
och antalet hackande par.

(a) Berdkna vintevarde och varians av antalet ungar som klécks det givna
aret. (6p)

(b) Lat K beteckna antalet kullar av storlek 2 eller mindre. Bestdm véntevardet
av K. (4p)

Uppgift 7. Lat (X,Y) vara en slumpvektor med simultan tathetsfunktion
som ges av

1
fX,Y(xay) = 567?/7 f('jr()<:v<y2,y>0.
(a) Bestdm marginaltdtheten for Y. (3p)
(b) Bestdm det betingade véntevérdet E[X|Y = y] for y > 0. (4p)
(c) Bestam téatheten for den stokastiska variabeln Z = E[X|Y]. (3p)
Uppgift 8. Lat (X,,),>1 vara en f6ljd av oberoende och likaférdelade stokastiska

variabler med viinteviirde p och varians o2, Lat (V,,),>1 vara en annan foljd,
oboeroende av den forsta, dar Y,, ar Poissonfordelad med parameter un.

(a) Visa att Y;,/n konvergerar i sannolikhet mot 1 da n — oco. (4p)

(b) Lat S, = X1 + ... + X,, och visa att (S, — un)/v/Y, konvergerar i
fordelning da n — oo, och bestdm gransfordelningen. (6p)



