MT5002 — Sannolikhetsteori II — tentamen

Datum Fredag 26 maj, 2023

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Formelblad som delas ut med tentamen.

Bed6mning Tentamen ar indelad i en basdel och en betygsgrundande del,

vilka bestar av 20 respektive 40 poang. Vid godkéant resultat pa basdelen réattas

aven den betygsgrundande delen, som bestammer betyget. Inlamningsuppgifter
under kursens gang har kunnat generera upp till sex bonuspoang. Dessa raknas

in i den betygsgrundande delen, men ej basdelen. Foljande granser galler for

att uppna de olika betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):

/A B C D E
Basdel | 14 14 14 14 14
Betygsgrundande del | 38 30 20 10 O

Valmotiverade och fullstdandiga 16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poang.

Basdel

Uppgift 1. Lat X vara multivariat normalférdelad med véantevardesvektor
och kovariansmatris som ges av

1 2 V2
,uz(o) och Az(\/§ 2>.
Visa att Y7 = X — Xg/\/§ och Yy = XQ/\/§ ar oberoende. (5p)

Uppgift 2. Lat X och Y vara oberoende exponentialfordelade stokastiska
variabler med véntevirde 1. Bestdm den momentgenererande funktionen for

X +Y, samt berikna E[(X + Y)?]. (5p)

Uppgift 3. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars téthet ar

1/2 for0<az<1,l1<y<2
1/2 forl<zx<20<y<l.

fxy(z,y) = {
Bestdm P(X < 1) och P(Y < 1), samt avgoér om X och Y &r oberoende. (5p)

Uppgift 4. Lat X1, Xo, ... vara oberoende och likformigt férdelade stokastiska
variabler pa intervallet [0,1]. For n > 1, sétt

M, = min{| X, —1/2| : k=1,...,n}.

Visa att M,, — 0 i sannolikhet da n — oco. (5p)



Betygsgrundande del

Uppgift 5. Antag att X = (X7, X, X3)" ar multivariat normalfordelad med
vantevirdesvektor p och kovariansmatris A givna av

1 1 0 2
u=10 och A=10 10
0 2 0 4

(a) Bestam fordelningen for Y = (X1 + X2, X3 — X1)". (3p)

(b) Bestdm huruvida X och Y har téthetsfunktioner, och ange i sa fall
dessa. (3p)

(c) Berékna det betingade vantevardet for X; 4+ X givet X3—X; = 0. (4p)

Uppgift 6. Lat (X,Y) vara likformigt fordelad pa enhetscirkeln, dvs regio-
nen {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}.

(a) Bestdm den betingade fordelningen av X givet Y =y for |y| < 1. (4p)
(b) Bestdm kovariansen mellan X och Y. (3p)

(¢) Avgor huruvida X och Y ar oberoende eller ej. (3p)
Uppgift 7. Lat X3, Xo, X3 vara oberoende N (0, 1)-fordelade stokastiska vari-
abler.
(a) Beriikna den momentgenererande funktionen for X?Z. (3p)
(b) Visa att X7+ X2 ir exponentialfordelad. Bestim dess vintevirde. (4p)
(c) Avgdr huruvida slumpvektorn Y = (X7 + X2, X3)' dr kontinuerlig eller

inte, och bestdm i sa fall dess téathet. (3p)

Uppgift 8 I en urna ligger initialt a réda och b blaa bollar. I var tidssteg
dras en boll ur urnan (enligt den likformiga férdelningen), och laggs sedan
tillbaka tillsammans med en extra boll av samma firg. Denna process ar kiand
som Polyas urna. Lat Yy ange andelen réda bollar i urnan efter £ omgangar.
Det &r kant att foljden (Yj)r>o konvergerar i férdelning mot en beta(a,b)-
fordelning.

(a) For n > 1, lat X,, vara beta(n, 3n)-férdelad. Visa att

P(IX, — 1/4] > 1/4) < 1/n. (4p)

(b) Betrakta Polyas urna med a = 100 och b = 300. Visa att for stora
vérden pa k sa galler P(Y; < 1/2) > 0.98. (6p)

Ledning: Chebyshevs olikhet séger att P(|X — E[X]| > a) < a% Var(X).



