STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISKA INSTITUTIONEN TENTAMEN
Avd. Matematisk statistik 13 mars 2024

Tentamen i Stokastiska processer och simulering I

13 mars 2024 kl. 8-15

Ezxaminator: Maria Deijfen.

Tillatna hjdalpmedel: Formelsamling och miniriknare som delas ut med ten-
tan.

Aterldmning: Resultat liggs in i Ladok senast onsdag 27 mars.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 poéng. For godkint betyg krévs minst 20
poéng pa basdelen. Den svarare delen réttas endast om basdelen &r godkénd
och betyget sitts da utifran podngen pa den svarare delen: E:0-6, D:7-12,
C:13-18, B:19-24, A:25-30. Resonemang skall vara klara och tydliga att folja.
Inférda beteckningar ska definieras.

Basdel

Uppgift 1

Den stokastiska variabeln X &r exponentialférdelad med véntevirde 2 och,
givet att X = x, sa dr den stokastiska variabeln Y exponentialférdelad med
véntevirde 3x.

a) Bestam E[Y].
b) Bestdm Var(Y).
Tips: Réikneregeln Var(X) = E[X?] — E[X]? kan vara till hjilp.
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Uppgift 2

En Markovkedja i diskret tid har atta tillstand numrerade 1 till och med 8.
Overgangsmatrisen (med tillstanden ordnade i nummerordning) &r

o 0o o o o0 1 0 O
0 06 0 05 0 0 O O
o 0 o 0 o0 1 0 O
p_ o1 o0 0 0 0 0 O
0o 0 0 0 0 0 06 04
0o 0 09 0 0 O 0 01
0o 0 0 0 0 0 05 05
0o 0 0 0 05 0 0 05

a) Dela in kedjans tillstand i klasser och ange vilka klasser som dr rekurrenta
respektive transienta.

b) Ar nigon eller nagra av klasserna periodiska? Vad ér i sa fall deras period?

¢) Om X = 1, vad &r sannolikheten att kedjan nagon gang besoker tillstand
7 (dvs att X,, = 7 for nagot n)?

Uppgift 3

Utanfor Kims hus gar en vég dér bilar passerar norrut enligt en Poisson-
process med intensitet 0.2 bilar/minut och séderut enligt en Poissonprocess
med intensitet 0.3 bilar/minut. Den norrgaende och den sédergaende tra-
fiken &r oberoende. Kim sétter sig och tittar ut genom foérnstret. Vad &r
sannolikheten att

a) hen far vénta mer dn sex minuter innan den forsta norrgaende bilen
passerar?

b) hen far véinta mer dn tva minuter innan den forsta bilen (oavsett riktning)
passerar?

c) mer én en bil (oavsett riktning) passerar under de forsta tva minuterna?

d) den forsta bil som passerar kor soderut?
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Svarare del

Uppgift 4

En Markovkedja i diskret tid har fem tillstand numrerade 1, 2, 3, 4, 5.
Overgangsmatrisen (med tillstanden ordnade i nummerordning) ar

/2 0 0 1/2 0
0 1/2 1/4 0 1/4
P=| 0 0 2/3 0 1/3
1/4 0 0 3/4 0
0 1/3 1/3 0 1/3

a) Motivera varfor griansvirdet lim, o P(X,, = 1|X¢ = 1) existerar och
berikna detta.

b) Antag att kedjan startar i tillstand 2. Berdkna det forvintade antalet
besok i tillstand 3 fore forsta besoket i tillstand 5.

Uppgift 5

En radiokanal spelar musik dygnet runt. Handelserna att en lyssnare nagonstans
dérute borjar lyssna pa kanalen bildar en Poissonprocess med intensiteten

A = 10 per sekund. Den tid det tar innan en given lyssnare tréttnar och
stanger av &r exponentialférdelad med vantevirde fem minuter, och olika
lyssnare trottnar oberoende av varandra. Lat X (¢) vara antalet personer
som lyssnar pa radiokanalen vid tidpunkten t¢.

a) Finns det nagon asymptotisk férdelning for X (¢)7 Berdkna den i sa fall.

b) Kommentera rimligheten i modellen.

Uppgift 6

I ett laboratorieprov finns till att borja med k stycken bakterier. For alla
bakterier giller foljande: Bakterien dor efter en tidsenhet och lamnar da ett
Binomial(3, p)-férdelat antal bakterier efter sig. Antalet bakterier som olika
bakterier lamnar efter sig 4r oberoende stokastiska variabler.

a) For vilka virden pa k och p &r sannolikheten att bakteriekolonin dor ut
lika med 17

b) Antag att p = 1/2. Bestdm k sa att sannolikheten att bakterierna dor ut
dr mindre dn 10%.

Lycka till!



