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Uppgift 1
Vi har att X ~Exp(1/2), s& att E[X] = 2 och Var(X) =22, och Y|X =z ~
Exp(1/3z). a) Vintevirdet blir
E[Y] = E[E[Y|X]] = E[3X] = 3E[X] = 6.
b) Variansen ges av
Var(Y) = E[Var(Y|X)]+Var(E[Y|X]) = E[(3X)?+Var(3X) = 9(E[X?]+Var(X)).

Enligt ridkneregeln giller att E[X?] = Var(X) + E[X]?> = 4+ 4 = 8, och
alltsa Var(Y) =9(8 +4) = 108.

Uppgift 2

a) Kedjans klasser #r {1} (transient), {3,6} (transient), {2,4} (rekurrent)
och {5,7,8} (rekurrent).

b) Klasserna {2,4} och {5,7,8} &r aperiodiska. Klassen {3,6} &r periodisk
med period 2. For klassen {1} dr det inte meningsfullt att tala om periodi-
citet eller aperiodicitet.

c¢) Om Xy = 1 sa kommer processen forr eller senare hamna i den rekur-
renta klassen {5,7,8} Nér en Markovkedja ror sig i en rekurrent klass med
ett dndligt antal tillstand sa kommer med sannolikhet 1 varje tillstand att
besokas att oandligt antal ganger. Den stkta sannolikheten &r alltsa 1.
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Uppgift 3

a) Tiden T, tills den foérsta norrgaende bilen passerar dr Exp(0.2) =-férdelad.
Den soka sannolikheten ir alltsa P(T, > 6) = e 026 = ¢=1-2 ~ 0.30.

b) Den sammanlagda trafiken utgor en Poissonprocess med intensitet 0.2 +
0.3 = 0.5, sa tiden T tills den forsta bilen passerar dr Exp(0.5)-férdelad.
Den sokta sannolikheten ir alltsd P(T > 2) = e %52 = e~! 2 0.37.

c) Antalet bilar N(2) som passerar under de forsta tva minuterna ar Po(0.5-
2) =Po(1)-férdelat och vi far att

P(N(2)>2)=1-P(N(2)=0)-P(N(2)=1)=1-2e"! ~0.26.

d) Tiden T, tills den forsta norrgaende bilen passerar dr Exp(0.2)-férdelad
och tiden Ty tills den forsta sodergaende bilen passerar dr Exp(0.3)-férdelad,
och dessa tider dr oberoende av varandra. Den soka sannolikheten ar alltsa
P(Ts < T,) =0.3/(0.240.3) = 0.6.

Uppgift 4

a) Om man startar i tillstand 1 sa kan man i framtiden bara befinna sig i
tillstand 1 eller 4. Overgansmatrisen fér motsvarande Markovkedja ar

P 1/2 1/2
-\ 1/4 3/4 )"
Detta ar overgangsmatrisen for en dndlig, aperiodisk och irreducibel Mar-
kovkedja och dédrmed finns en griansfordelning = = (71, 74) som bestdms av

sambandet 7P = mr, vilket har 16sning 7 = (1/3,2/3). Det sokta grénsvirdet
arm = 1/3.

b) Overgangsmatrisen for Markovkedjan med tillstanden 2,3,5 ges av

1/2 1/4 1/4
0 2/3 1/3
1/3 1/3 1/3

Vi ar emellertid bara intresserade av vad som hénder fram till det forsta
besoket i tillstand 5. Dérfor gor vi tillstand 5 absorberande och far da
foljande Gvergangsmatris:

1/2 1/4 1/4

0 2/3 1/3
0 0 1



Lésning Stokastiska processer och simulering I, 13 mars 2023 3

Overgangarna mellan de transienta tillstanden 2 och 3 beskrivs av matrisen
Pr= [162 ;?g} och vi soker elementet S12 i matrisen S = (1 —P7)~L. Vi
far

a-pn= [ =0 )

Svaret &r alltsa 3/2.

Uppgift 5

a) Processen X (t) utgor en fodelse-dédsprocess med fodelseintensitet A, =
10 for alla n. Néar n personer lyssnar pa kanalen sa dr tiden tills nagon
trottnar minimum a n oberoende exponentialvariabler med véntvirde 300
sekunder, dvs parameter p = 1/300. Dédsintenstiteten &r alltsa p,, = n/300.
Fragan om en stationidr fordelning existerar eller ej avgdrs av om serien
>, n &r konvergent eller divergent, dér 7, = (Ao~ -+ Ap—1)/(11 - - - ftn). Med
de aktuella uttrycken for A, och p, far vi r, = A\"/(nlu™) = (A\/pu)"/n!
for alla n > 1. Eftersom Y., (A\/p)"/n! = M < 0o sa foljer att serien ér
konvergent och den stationéra fordelningen ges av
Tn

B B(X(0) = ) = s = (Afl /~!‘>"€—A/u7

dvs en Poissonfordelning med vantevirde A/p = 3000.

b) Man kan ifragasidtta om det &#r rimligt att lyssnare anldnder enligt en
tidshomogen process (rimligen lyssnar fler pa dagen &n pa natten). Even-
tuellt &r det ocksa tveksamt med en minneslos fordelning for lyssningstiden
(har man lyssnat linge dkar kanske sannolikheten att man trottnar).

Uppgift 6

a) Processen X, som anger antalet bakterier efter n tidseneheter utgor en

forgreningsprocess dér avkomman Y #r Bin(3, p)-fordelad. Lat 7y beteckna

utddendelsannolikheten nir Xy = 1. Om Xy = k ir da utdoendesannolikheten
77’5. En forgreningsprocess dor ut med sannolikhet 1 omm véntevéirdet for

avkommefordelningen &r mindre én eller lika med 1. Vi har E[Y] = 3p, vilket

medfor att mp = 1 omm p < 1/3. For ett sadant p giller forstas ocksa att

7t =1 for alla k. Svaret blir alltsd att processen dor ut med sannolikhet 1

for p < 1/3 och godtyckligt vérde pa k.
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b) Lat G(x) = Z?:o 2IP(Y = j). Fér p=1/2 far vi G(z) =  + 2z + 322 +
éx3. Utdoendesannolikheten my da Xog = 1 ges av den minsta positiva roten
till ekvationen x = G(z). For oss blir ekvationen

T=—-+—-x+ -x°+ -x°.
8 8 8 8

Utnyttjar vi att o = 1 alltid &r en rot, kan den skrivas som
234322 -5 +1=(x—1)(a*+42-1)=0.

Den minsta positiva roten till ekvationen 2+ 4z — 1 = 0 &r mp = —2 + /5.
Utdoendesannolikheten da Xg = k &r 7r§ och (=2 + \/5)’C < 0.1 ger k >
log(0.1/log(—2 4+ v/5) = 1.59. Alltsa krivs att k = 2.



