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Inga hjadlpmedel tilldtna. Samtliga svar mdste motiveras. Minst 7,5 podng pa problemdelen

krédvs for att gd vidare till den muntliga delen. Talen &r inte ordnade efter
svadrighetsgrad. Skriv dina ldsningar pd separat papper.

Problemdel

1. Avgor om foljande serie och generaliserade integral ar absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent:

(a) [2p]§:(_—l)k (b) [1 t]/lL
& /ink+ 1) PR 2
Losningsforslag.
(a) Notera att for alla k> 1
In(k+1) <k,

och att serien Zkzlﬁ divergerar (det kan visas med hjalp av Cauchykriterium).
Jamforelsekriterium I ger oss att den positiva serien

oL
ic1\/In(k+1)

divergerar. Sa serien ér inte absolutkonvergent.
1

/In(k+1)

Det ar en alternerande serien dar talfoljden ar avtagande. Leibnizkriterium

ger oss att serien ar betingat konvergent.

(b) Funktionen f(x)= 2\/)_1(—”5 ar positiva och obegriansad i intervallet (0,1) ty

lim f(x) = +oo.
x—07%

Notera att
1 1

lim@: lim ——— = —.
x—>0* \/)_C x—0+ 2+x9/2 2
Da integralen konvergerar, eftersom, Jamforelsekriterium II ger oss att integralen

konvergerar om, och endast om det gor den generaliserad integralen

1
1

—dx = lim 2/%|}.
/() \/; s—1>r(I)lJr \/)_C|s

2. [3 pt] Los differentialekvationen
of  of
_ + _— =
ox dy

2y =2y, f(x,0) =In|x],

t.ex. genom att inféra de nya variablerna u=x-y? och v=y.



Losningsforslag. Kedjeregeln ger

L=t K="2f+ 1,

vilket overfor ekvationen i

20 =20 a+ fi=2y < fi=2v. < f(u,v) =v* +g(u) = y* + g(x—y%).

Om vi sétter in y =0 och anvinder villkoret f(x,0) =1In|x| far vi g(x) =In|x|. Losningen ar
darfor
fx,y) =y* +Infx-y?|.
3. For varje a e R, a >0, 1at fy:R? - R vara funktionen definierad av
i 2 o
EEDE o () + (0,0),
fa(x,y) = X2y
0, om (x,y) =(0,0).
(a) [1 p] Bestdm for vilka virden av o som funktionen f, ar kontinuerlig i R2?
(b) [1 p] Bestam for vilka varden av o som funktionen fy ér partiellderiverbar i origo?

(c¢) [1 p] Bestam for vilka viarden av a som funktionen fy ar differentierbar i origo?

Losningsforslag.

(a) Notera att funktioner ar odefinierad i nagra punkter pa planet om a € R\ N, si kan
inte vara kontinuerlig i R? i dessa fall.

Om «a €N, ar R? funktionsdefinitionsmingden och funktionen éir kontinuerlig i alla
punkter forutom (0,0) eftersom det &r en produkt av funktioner som kan skrivas som
en sammansattning av kontinuerliga funktioner.

Eftersom (0,0) 4r en hopningspunkt, ar f, kontinuerlig i origo om, och bara om

lim X,y) = 0,0)=0.
(x,y)—»(0,0)fa( )’) fa( )

Omskrivning av uttrycket i polara koordinater, och anvandingen av standargransvarden
visas att det géller om o >1 och o e N.
(b) Notera att, for alla & >0, fy ar val definierad i en omradet av origo. Dessutom

fa(X,O)—fa(0,0) _

X

) )
= fa(0,0) = lim 0,

och likadan a% f(0,0)=0. S& ar fy partiellderiverbar i origo for alla a > 0.
(¢) Om fy ar differentierbar i origo, géller da att
fa (x?y) — 0
(x)=(0.0) (2 +y?)1/2

Omskrivning av uttrycket i polira koordinater, och anvandingen av standargransvarden
visas att det géller om, och bara om, o > 1.

4. Betrakta funktionen
flx,y) =x> =3x%+3xy+y> = 3y* +4.



(a) [2 p] Hitta alla stationdra punkter for denna funktion, och bestam, fér varje av dessa,
den associerade kvadratiska formen.

(b) [1 p] Bestdm om de stationira punkterna ér lokala maxima, minima eller sadelpunkter.
Losningsforslag.

(a) Gadienten blir
x2 —6x+3y )

3
Vf(x7y)=( 3X+3y2—6y

Vi skulle 16sa

x2-2x+y=0 y=x(2-x)
=
x+x%(2-x)2-2x(2-x) =0

x+y?-2y=0
Sé x=0 (och d& y=0) eller
1+x(4-4x+x?)-4+2x=0 < x> -4x> +6x-3 =0.
Vi gissar att 1 ar en l6sning. Da polynomdivison ger oss att
X —4x?+6x-3=(x-1)(x*-3x+3).
Sa ser vi att x=1 ar den endast reella 16sningar. Darfor finns tva stationara punkter
pi=(L1)  p>=(0,0).

Notera att
f(p1)=3,  f(p2)=4

Hessianer blir da
6x-6 3
H =

sa den quadratiska formerna blir
Qp, (h,k) = 6kh Qp,(h,k) = —6h? + 6hk — 6k

(b) Kvadratkomplettering ger oss att

kia, 3,2
0,,(h.k) = —6((h—§) + 3k )
Sa drar vi som slutsatsen att p; ér en sadelpunkt och p; ett lokalt maximipunkt.

5. Lat D ={(x,y) e R?: x >0}. Betrakta funktionen

Fy) = (x+y)e 2@ (x,y)eD.

(a) [1 p] Bevisa att lima, 2, f(x,y) =0.

(x.y)eD
(b) [2 p] Undersok om funktionen f har ett storsta och ett minsta vérde i méngden D, och
bestdm dessa i sa fall.

Losningsforslag.



(a) Vi behéver undersoka vad som hinder da x2+y? - oo och x>0. Forst skriver vi om

funktionen f som

2 2 2
flx,y) =xe ™ e™ e F tye e e,

Eftersom xe™ — 0 da x - +o0, och xe™ &r kontinuerlig, d&r funktionerna xe™ och e™*
begransad for x > 0. Dessutom, limy_,iooe“‘y2 =0. Sa foljer det att

. _ A2
lim xe Xe™ =0.
x2+y2—>+00

Eftersom ye‘y2 -0 da y - oo, ar funktionen ye‘y2 begrinsad for alla y e R. Dessutom
ar e~2 begransad for x> 0. D& far vi att

2
lim ye Ve 2 1,
x2+y —>+00

Det foljer att f(x,y) =0 da x2+y% - oo for (x,y) e D={(x,y): x>0}.

(b) Definitionen av gransvardet ger oss att, givet € >0, finns det N >0, sadant att, for

|(x,y)] >N och x>0 géller att |f(x,y)|< €. Vi véljer € = %@ (Varfor? ;-)).

Da kan vi reducera var studie till den kompakta omradet
Dy ={(x,y): x> 0,x*+y* <N}.

Da vet vet att funtionen har en maximum och minimum i den kompakta omradet, ty
f ar kontinuerlig.

Gradienten blir

2
V() = (1-2(x+y) 1-8y(x+y) )
Vi far en stationar punkt (1/4,1/4) (som &r en inre punkt till omradet).
s /A1) = gt
Randen till omradet utgérs av linjen x =0, och x2+y2 =N, .

Notera att vi har véljer N stor sidan att for x2+y2 =N i omradet giller att |f(x,y)|<€.
Lat g(y) = £(0,y) =ye™". Derivatan g'(y) = (1-8y2)e4" =0 da y= :I:Z\/_ D4 har vi

. Yo, 1

1(02305) =375

Det foljer att f har ett storsta och ett minsta virde och att dessa finns bland talen
1,-3/4 1,2/

e och SEV A

Notera att

Loy 12 ool gse,
2 22
Da géaller att

(;33161 f(x,y)=£(0,- \/—) X fxy)=f(1/4,1/4).

Teoridel

6. [3 p] Formulera och bevisa Cauchys rotkriterium och d’Alemberts kvotkriterium for serier.

7. [3 p] Harled formlerna for derivatorna av sinx, arcsinx, e* och Inx. Formeln sina-sinb =

2sin % cos &2 ‘”b far anvandas utan bevis.



