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1. (a) Vektorerna vy, ...,v, kallas linjart oberoende om de enda skalirerna aq,...,a, € F
som uppfyller ajvy + -+ + apv, =0y dra; =--- =a, =0.

(b) Vi behover visa att vektorerna &r linjart oberoende och spanner upp P3(R).

’Linjéirt oberoende: ‘ Per definition av linjart oberoende underséker vi ekvationen

a1 (1—x)+ag(z—1?)+az(2®—2)+as2® = 0 <= a1+(az—ar)z+(az—as)r*+(as—az)z> = 0,

vilket haller omm a1 = as — a1 = a3 — a2 = a4 — ag = 0, vars enda 16sning &r
a1 = as = a3 = a4 = 0. Alltsa &r vektorerna linjirt oberoende.

Spénner upp: | Eftersom vi har fyra linjirt oberoende vektorer i ett fyra-dimensionellt

rum, sa vet vi enligt utlard sats att vektorerna spanner upp P3(R). Vi kan ock-
sa resonera direkt: vi kan skriva vilket polynom p € P3(R) som helst som en
linjarkombination av vektorerna:

p = ap+aiztasr’+agzd = ao(l—x)+(ao+a1)(x—x2)+(ao+a1+a2)(x2—x3)+(ao+a1+a2+a3)x3

(c) I enlighet med sambandet i (b) ser vi att basvektorerna i E kan uttryckas som
kombinationer av de i B via

1=01—2)+ (x—2%) + (2® —23) + 23
r=(z—2?)+ (2®—2%) +2°

2 = (2% — 23) + 2°

25 = 48,

och ddrmed ges basbytesmatrisen fran F till B av

1000
. ..B 1 1 00
T =17 11 ¢

1111

Vi har alltsa att

1 0 0O 1 1
Ry 2, o3 |1 1002 _|3
[14 22+ 3z +4x ]B—[ld]£[1+2x+3x +da’lp = 1 1 1 0 31 |6
1 111 4 10
1 0 0O 1
1 1 .00 3
Svar: 1110 och 6
11 11 10



2.

3.

(a) En skalar A € F kallas ett egenvirde for 7" om det finns en nollskild vektor
v € V sddan att T'(v) = Av. Egenrummet motsvarande egenvirdet A d&r méngden
Ey={veV:T(v)=Av}.

(b) For att hitta egenvirdena for T' borjar vi med att berdkna matrisen for 7' relativt
standardbasen E = (1, z, 2?):

T) =1, T(z)==z,  T(2*)=22>+2,
och darmed &r
. 1 0 2
[T]+ =10 1 0
Po\0 0 2
Eftersom matrisen ar overtriangular kan vi ldsa av egenvérdena: 1 och 2, med

algebraisk multiplicitet 2 resp. 1. Eftersom T(1) = 1 och T'(z) = x ser vi att
egenrummet for egenvirdet 1 dr 2-dimensionellt:

Ey =span{l, =}, med bas {1, z}.

For egenrummet Ea: vi subtraherar 2 fran diagonalen av matrisen ovan och hittar
motsvarande nollrum:

B -1 0 2
T]t —2I= 0 -1 0
L 0 0 0

Nollrummet till denna matris ges av ekvationerna —ag + as = 0, —a; = 0, dvs
vektorer i spannet av (2,0,1). I basen E motsvarar detta polynom som ar multiplar
av 2 + 2. Alltsa ar

Ey = span{z? + 2}, med bas {z? + 2}.

Efterom det existerar en bas for Po(R) bestaende av egenvektorer for T' sa ar T'
diagonaliserbar.

Svar: FEgenvéirden 1 och 2, med baser fér motsvarande egenrum {1, z} resp.
{x? 4+ 2}. Ja, T #r diagonaliserbar.

(c) Eftersom 0 inte &r ett egenvérde for 7' sa &r N(T') = {Oy }, sa dim N(7T") = 0. Enligt
dimensionsatsen géller dim N (7") + dim R(T") = dim P3(R), sa dim R(T) = 3.

Svar: dim N(T') =0 och dim R(T") = 3.

Vi har att det(4) = 3-4 — 32 = 6, och enligt produktsatsen &r darfér det(A™) =
(det A)™ = 6™.

For att hitta A™ diagonaliserar vi A. Forst hittar vi dess egenvirden via det karaktéris-
tiska polynomet

det(A — tI) = =(B-t)d—t)—6=(t—6)(t—1).

3—1 3
2 4—t

Dérmed ar A:s egenvéirden 1 och 6. Vi berdknar motsvarande egenvektorer pa sedvanligt

satt och hittar att
1 3
FEg = span <1> och FE; = span (_2> .

2



Vi definierar darfér basen

#=((1)- (%))

och har i denna bas matrisrepresentationen

[LAE = <8 (1)> ;

och darmed

= (5 8)

Vi berdknar nu A™ via basbyte med standardbasen E = (e, e2):

Svar: det(A") = 6" och A" =1 <

4. (a)

(b)

_1

5

1 (6™ 3 2 3

T 5\6" —2)\1 —1
1 (2:6"+3 3-6"-3
T 5\2:6"—-2 3.-6"+2)"°

2:6"+3 3-6"—-3
26" -2 3-6"+2)°

Vi betecknar T':s adjungerade avbildning T™. Operatorn T kallas normal om
T*oT =T oT*, och sjalvadjungerad om T* = T..

Komplexa fallet: enligt den komplexa spektralsatsen ar en komplex matris A
diagonaliserbar relativt en ON-bas fér C? omm den &r normal, d.v.s. omm A*A =
AA*. For den angivna matrisen har vi

. (1 @y (1 2\ (1+]a? 2+@

wa= (5 ) (o 1) = (a3
. (1 2\ (1 @\ (1+4 2+a

A4 _<a 1) (2 1>_<2+a 1+|a|2>‘

Dessa matriser ar lika omm |a| = 2.

Reella fallet: enligt den reella spektralsatsen ar en reell matris A diagonaliserbar
relativt en ON-bas for R? omm den ér symmetrisk, d.v.s. omm A7 = A. Fér den
angivna matrisen géller detta omm « = 2.

och

Svar: Over C: omm |a| = 2. Over R: omm a = 2.



D.

(a) Matrisen A kallas ortogonal om A A* = A*A = 1.
(b) Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dar U och V &r ortogonala

matriser och

op 0
=110 o9f,
0 O

déar o1 > 09 > 0 ar A:s singulérvirden.

Vi vet att de nollskilda singularvirdena for A precis motsvarar kvadratrotterna ur
de nollskilda egenvéirdena till A* A, sa vi berdknar denna matris.

Vi har att
4 4
«, (4 30 (25 25
AA_<43O> 33 _<25 25)’

0
For att hitta egenviardena beraknar vi det karaktéristiska polynomet
det(A*A —t- 1) = (25 — 1) — 25° = t(t — 50).

Alltsé &r egenvérdena for A* A talen 50 och 0, och ddrmed ar singulérviardena for
A talen 01 = v/50 = 5v/2 och o9 = 0. Alltsa ges matrisen ¥ av

5v2 0
= 0 0
0 0

For att hitta matrisen V' berdknar vi egenvektorerna for A* A motsvarande egen-
viardena pa sedvanligt sitt, och far

FEs59 = span <1> , Fy = span (_11> .

Vi véljer normerade vektorer vy, ve ur respektive egenrum och satter

11 N 1 (1
Ul—ﬁ 1 ocC. Ugﬁ 1/

Nu later vi V' vara den ortogonala matrisen med dessa vektorer som kolonner:

1 (1 1
Det sista steget dr att hitta en ortogonal 3 x 3-matris U som uppfyller villkoren,

vilket vi gor genom att bestdmma dess (ortogonala) kolonner uy, ug, us. For detta
anviander vi att Avy = ojuy, dvs att uy = U%Avlz

8 4

1 1

_ 1 — —
U1—5\/§AU1—2.5 (6; —g g

Eftersom resten av singulérvirdena ar 0 ar via fria att véilja kolonnerna ug, us
godtyckligt s& att U &r en ortogonal matris. Vi tar

1 3 0
UQ—g —4 ) uz = 0 ’
0 1



som latt ses dr normerade och ortogonala mot varandra och wy. Ddrmed har vi:

Svar: En singularvirdesuppdelning ges av A = U X V*, déar

4 3 0 5v2 0

U:% 3 4 0 s=| 0 o V:\}G 11>.
0 0 5 0 0 2

(a) Funktionen kallas en inre produkt om den uppfyller féljande krav:

i (r+y,2) = (x,2)+ (y,2) for alla z,y,z € V,
ii. (ax,y) = alx,y) for alla z,y € V och a € C,

iii. (y,z) = (x,y) for alla z,y € V,

iv. (z,z) € R och (z,z) >0 for alla z € V, med (z,z) =0 <= z = Oy.

(b) Vi visar implikationer i bada riktningarna for att visa ekvivalensen.

[ ]: Vi visar att om k ar ett positivt tal och (x,y) = 27k for alla z,y € C, da
géller ovan fyra krav for x,y, z,a € C:

i. (x+vy,z) = (x+y)zk = 2Zk + yzk = (x, 2) + (y, 2),
i {az,y) = (a2)k = a(agk) = alz,y),
iii. (y,x) = yzk =gk = (z,y),
iv. (r,z) = |2’k >0o0ch (z,2) =0 <= |2’k =0 < |2| =0 <= 2 =0.

iv. (z,
(= ] Vi visar att om (-,-) &r en inre produkt pa C x C, da finns det ett positivt
tal k sddant att (z,y) = gk for alla z,y € C. Lat k = (1,1). D4 ar k > 0 enligt
del (iv) av definitionen av inre produkt. Vidare har vi, fér z,y € C,

<$7y> = .’L‘<1,y> = :L‘<y7 1> = :@(1, 1> = xyk,

enligt del (ii), del (iii) respektive del (ii) av definitionen ovan, vilket var det vi ville
visa.



