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Uppgift 1

a) Skriv den centrerade regressionsmodellen som
Yi=a+ 8z —2)+e, i=1,...,12

med intercept & = a4+ SZ. Minsta kvadrat-skattningarna av & och g ges av

a = > Yi/12 =31.4/12 = 2.6167, (1)
B = >.Yi(xi—z)/>(xi—7)* = —4.1/13.2 = —0.3106.
Det ger en skattad hallfasthet
A oA 20.5
& =a— fxr=2.6167— (—0.3106) - T3 = 3.147 (2)

for legeringen.

b) Eftersom de tva skattningarna i (1) &r oberoende stokastiska variabler,
foljer av (2) att

Var(d) = Var(&)+yar(3)-z2

L et il
12 > (@i—x)?
20.5/12)> (3)
= o’ %‘F( 13/.2))

= 0.3044 - o2

For att skatta feltermernas varians sa borjar vi med att rikna ut kvadrat-
summan for variationskéllan residual i en enkel linjér regressionsmodell. Vi

far att
Kvs(Residual) = Kvs(Total) — Kvs(Regression)

>i(Yi— 37)2 - 62 >l — 53)2
= 3.3—(-0.3106)-13.2
= 2.027.
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Eftersom antal frihetsgrader for Residual ar 12-2=10, sa foljer att

.o Kvs(Residual)  2.027
7= 10 T 0

= 0.2027. (4)

Genom att kombinera (3) med (4) sa far vi ett medelfel

d=+0.3044 - 6 = v/0.3044 - 0.2027 = 0.2484.

c) Ett 95 % konfidensintervall fér den okontaminerade metallegeringens
hallfasthet ar

Io = (& —t0.025(10) - d, & + to.025(10) - d)
= (3.147 — 2.228-0.2484, 3.147 + 2.228 - 0.2484)
— (2.59,3.70),

dér virdet pa t-kvantilen fas fran tabell (¢9.025(10) = v/ Fp.05(1,10) = +/5.0).

Uppgift 2

a) Antalet observationer &r N = 25, hypotesmodellen har [ = 4 parametrar
(de tre livsstilsfaktorerna plus intercept) och grundmodellen har k = 6 para-
metrar. Att testa om de genetiska faktorerna har nagon signifikant inverkan
pa aldersdiabetes (utover livsstilsfaktorerna) &r samma sak som att testa
avvikelse fran hypotesmodellen. For detta d&ndamal anviands

F-kvot — Mkvs(Avv fran hypotes) — Kvs(Avv fran hypotes)/(k—1)
-kvot = Mkvs(Residual) - Kvs(Residual) /(N —k)
48.6/(6—4) _ 6.11
75.6/(25—6) AL

vilket 6verstiger Fy o5(k—1, N—k) = Fy05(2,19) = 3.5. Vi kan alltsa forkasta
hollhypotesen att de genetiska faktorerna inte har nagon signifikant inverkan
pa nivan 5%.

b) Vi rdknar forst ut den totala kvadratsumman

Kvs(Total) = Kvs(Avv fran hypotes) + Kvs(Regr for hypotesmodell) + Kvs(Residual)
= 48.6+4+72.1+75.6 = 196.3.

Hypotesmodellens forklaringsgrad blir da

9 _ Kvs(Regr for hypotesmodell) 72.1

R = = 0.3673,
! Kvs(Total) 196.3
medan forklaringsgraden for grundmodellen dr
R2 — Kvs(Regr fér grundmodell) _ Kvs(Avv fran hypotes)+Kvs(Regr for hypotesmodell)
0 - Kvs(Total) - Kvs(Total)

. 48.6+72.1 __
= Sl —0.6149.
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¢) Vi riaknar forst ut skattningen av feltermernas varians utifran grundmo-
dellens residualer. Det foljer av kalkylerna i a) att

6% = Mkvs(Residual) = % = 3.979.

Darefter bestiammer vi variansskattningen da man inte tar med nagra forklarande
variabler i modellen. Den ges av

Kvs(Total)
25—-1

Eftersom den efterfragade justerade forklaringsgraden méter variansreduk-
tionen i grundmodellen, foljer att

= 8.1792.

65 =

)
) & 3.979

=1— =12 = (.5135.
B &3 ga79 P

Uppgift 3

vara minsta kvadrat-
)T

a) Lat ﬂ = (/ll,'-'?ﬂ24)T och i’" = (ﬁla--‘ 7:&24)T
skattningarna av observationernas véntevirdesvektor g = (u1,..., H24

under grund- respektive hypotesmodellen. Det foljer av ledningen att

Y

Kvs(Avvikelse fran hypotes) = ||t — f1]|? = Kvs(Monomer 3) = 4.3,

eftersom monomer 3 &r den variationskélla som ingar i grundmodellen men
inte i hypotesmodellen. Eftersom grundmodellen har k& = 4 parametrar,
hypotesmodellen | = 3 parametrar och residualerna N —k =3-8 —4 = 20
frihetsgrader, ger det en

=R/ k=1) 43

F-kvot = = = 3.05
Ve Mkvs(Residual)  28.2/20

som understiger Fpo5(1,20) = 4.35. Vi kan alltsa inte forkasta nollhypotesen
att endast monomer 1 och monomer 2 paverkar plastens hallfasthet.

b) I forsta steget av BE utgar vi fran grundmodellen i a), och testar den mot
de tre olika hypotesmodeller som fas genom att ta bort en férklarande vari-
abel (det vill siga monomer) i taget. Vi numrerar dessa tre hypotesmodeller
enligt

Hypotesmodell 1: Monomer 2 och 3 som forklarande variabler,
Hypotesmodell 2: Monomer 1 och 3 som forklarande variabler,
Hypotesmodell 3: Monomer 1 och 2 som forklarande variabler.

I a) bestimdes F-kvoten da grundmodellen testas mot hypotesmodell 3. Pa
motsvarande sitt fas

Kvs(Monomer 1) 7.1
F-kvot(Hypotesmodell 1) = = =0.04
vot(Hypotesmodell 1) Kvs(Residual) /20  28.2/20 >0
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och

Kvs(Monomer 2) 6.2
F-kvot(Hypot dell 2) = = =439
vot(Hypotesmodell 2) Kvs(Residual)/20  28.2/20 59

Eftersom hypotesmodell 3 gav det minsta, och dessutom icke-signifikanta,
viardet pa F-kvoten, leder forsta steget av BE-schemat till att monomer 3
tas bort fran grundmodellen.

c¢) I andra steget av BE-schemat har grundmodellen monomer 1 och 2 som
forklarande variabler, det vill siga den modell som valdes i a). Vi testar
denna grundmodell mot var och en av

Hypotesmodell 4: Monomer 1 som férklarande variabel,
Hypotesmodell 5: Monomer 2 som forklarande variabel.

Vi far nu att

Kvs(Monomer 2)
[Kvs(lé{%sidual)+Kvs(Monomer 3)]/21

= 4.01,

F-kvot(Hypotesmodell 4)

(28.2+4.3)/21

eftersom monomer 2 ingar i grundmodellen i ¢) men inte i hypotesmodell
4, och residualdelen for grundmodellen i ¢) innehaller tva variationskllor
fran den givna tabellen; residualdelen for grundmodellen i a) och b), samt
monomer 3. Pa motsvarande sétt far vi att

Kvs(Monomer 1)
[Kvs(l;{esidual)+Kvs(Monomer 3)]/21
1

= 4.58.

F-kvot(Hypotesmodell 5)

(28.2+4.3)/21

Eftersom den minsta F-kvoten, for hypotesmodell 4, understiger Fp g5(1,21) =
4.32, sa stannar inte BE-schemat efter det andra steget. Istéllet viljs hy-
potesmodell 4, med monomer 1 som enda férklarande variabel, efter BE-
schemats andra steg. BE-schemat fortsétter sedan med ett tredje steg, dér
det underscks om den enda kvarvarande forklarande variabeln (monomer
1), efter BE-schemats andra steg, ska tas bort eller inte.

Uppgift 4

a) Vi kan skriva modellen som
Yijk =p+ o+ 85 +vij +eije, 1<6,j<3,1<k<2,

for hjartfrekvensen hos patient k som tar medicin A pa niva ¢ och medicin B
pa niva j. Har anger p =3, ., F(Yj;)/18 det genomsnittliga véintevérdet
for graden av hjértklappning hos hela gruppen av patienter, «; svarar mot
effekten av medicin A, 8; mot effekten av medicin B och 7;; mot sam-
spelseffekten. Dessa parametrar uppfyller bivillkoren ) . o; = Zj Bj =0,
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samt > vij = >.;%; = 0. Dessa 7 = 1+ 1+ 5 bivillkor ger totalt 9 =
(14+3+34+9) —(1+4+1+5) =29 fria regressionsparametrar i modellen.
Slutligen r £ ~ N (0,02) oberoende feltermer.

b) Antalet frihetsgrader for samspel och residual &r (3 —1)(3 — 1) = 4
respektive 3-3- (2 —1) = 9. Det ger en

Mkvs(Samspel)  Kvs(Samspel)/4  7.7/4
Mkvs(Residual) ~ Kvs(Residual)/9  9.3/9

F-kvot = 1.86,

for att testa nollhypotesen att det inte finns nagot samspel (Hop : y;; = 0)
mellan medicin A och B. Eftersom F-kvoten understiger Fyo5(4,9) = 3.63,
sa kan vi inte férkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 5%.

c¢) Eftersom samspelet i b) inte var signifikant sétter vi samspelsparamet-
rarna till noll. Det ger en ny kvadratsumma for variationskéllan Residu-
al som svarar mot summan av Kvs(Samspel) och Kvs(Residual), med to-
talt 4 + 9 = 13 frihetsgrader. Eftersom forsoket dr balanserat ar de tva
huvudeffekterna Medicin A och B ortogonala. Deras gemensamma effekt
svarar ddrfor mot en kvadratsumma som dr summan av Kvs(Medicin A)
och Kvs(Medicin B) i den givna tabellen. Denna variationskélla har alltsa
(3—1)+ (3 —1) = 4 frihetsgrader. For att testa nollhypotesen att varken
Medicin A eller B har nagon effekt (Hp : o; = 5 = 0), sa bildar vi saledes

Fokvot — [Kvs(Medicin A) + Kvs(Medicin B)] /4 (9.1+8.4)/4 3 35
~ [Kvs(Samspel) + Kvs(Residual)] /13~ (7.7 +9.3)/13  ~

Eftersom Fj05(4,13) = 3.18 < 3.35, kan vi alltsa forkasta nollhypotesen att
de tva medicinerna tillsammans inte har nagon effekt pa hjiartklappning, pa
nivan 5%.

Uppgift 5

a) Vi borjar med att bestdmma 7. Fran definitionen av en AR(1)-process
foljer att

v = Var(Xy)

Var(¢p X1 + &)

$*Var(X;_1) + 2¢Cov(X;_1,e4) + Var(e;) (5)
= ¢*9+2¢-0+ 02

= ¢*y+ 02,

dér vi i fjirde steget utnyttjade ledningen. Genom att l6sa ut vy ur (5) fas

J2

0= _E¢2- (6)
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For att bestdmma vy for k£ > 1 anvénds rekursion. Vi har att
e = Cov(Xy, Xeqr)

= Cov(Xy, ¢Xip—1+ €t4)

= ¢Cov(Xy, Xytk—1) + Cov(Xy, er4k) (7)

= ¢Y-1+0

= OYk-1,
dér vi i nést sista steget utnyttjade ledningen. Genom att kombinera (6)
med upprepad anvéndning av (7) inses att

k2
_ gk ¢ O¢
7k—¢¢0—1_¢2 (8)
for k = 1,2,.... For att bestimma autkorrelationsfunktionen sa utnyttjas
(8). Det ger
Cov (X, X,
p = Corr(Xy, Xpap) = ov(X¢, Xyir) _ _ Ok _ ¢k‘
\/Var(Xt)\/Var(XHk) V0V 0
(9)

b) Eftersom en AR(1)-process &r en Markovprocess géller
Xryh = E(Xp k| X7) = E(Xp 4] X7). (10)

Sedan kan vi antingen utnyttja E(X7) = E(Xp4x) = 0, Var(Xr) = Var(Xpyr) =
vo och det faktum att (Xp, Xpy) dr tvadimensionellt normalférdelad, for
att i kombination med (10) dra slutsatsen

5 vV
XT+k = E(XT+k) + %COH‘(XT, XT+k)(XT — E(XT)>
= COI‘I‘(XT, XT+]€)XT = ¢kXT.

Alternativt kan vi anvénda oss av definitionen av en AR(1)-process och
skriva om X7, som

Xrik = F Xp + 6" erin + .. derin_t + i (11)
Insédttning av detta uttryck i (10) ger

Kron = B (¢"Xr +¢"'ersr + ... derpnot +eralXr) = 6" Xr, (12)

eftersom alla feltermer e7yq, ...,y 4r oberoende av Xrp.
c¢) Differensbildning av (11) och (12) ger ett prediktionsfel
Xrik — Xrpr = ¢ eryr + ... derin_1 + Tk (13)

av X71r. Genom att berékna variansen av (13) far vi en geometrisk summa
som forenklas till

a2(1 — ¢*)

1—¢2
Notera att O‘l% ar en strikt vixande funktion av k med O‘% = 02 och limy a,% =
70-

o = Var(Xryx — Xryx) = ¢°FVoZ + ¢%02 + 02 =



