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1. (a) Vi har att span(S) = {a1v1 + agva + - - - + apvy, : a1, a9, ...,a, € F}, dvs span(S) &r
méngden av alla linjirkombinationer av elementen i S. Att S spdnner upp V betyder
att span(S) = V.
(b) Vitar S = {1,z,2?+ 23, 23}. Ingen av elementen har grad 2. Vi pastar att span(S) =
P3(R): ett godtyckligt polynom p(x) = ag + a1 + a2z? + azz® i P3(R) kan skrivas
som en linjadrkombination av elementen i S:

ap+ a1z + asx® + a3z = ap - 1+ a1 + CL2(1’2 + :63) + (ag — ag)xg.

(c) Lat S = {v1 — va, v2 — v3, v3 — v4, v4}; vi behover visa att span(S) = V. Det ar
uppenbart att span(S) C V, sa vi behover visa inklusionen span(S) 2 V, dvs att varje
vektor v € V kan skrivas som en linjirkombination av vy — ve, vo — v3, v3 — v4, V4.
Lat v € V. Eftersom span(vi,ve,v3,v4) = V s finns det aq, a9, a3, ay € R sidana att

vV = a1v1 + av2 + a3vs + a4vy
=aj(v1 —v2) + (a1 + a2)(va — v3) + (a1 + ag + a3)(vs — v4) + (a1 + a2 + ag + aq)vy.

Alltsa &r v € span(S), och vi &r klara.

2. (a) En funktion 7': V' — W kallas linjar om T'(az +by) = aT'(x) +bT (y) for alla z,y € V
och a,b € F.

(b) Vi borjar med att hitta T":s egenvektorer. Avbildningen kan skrivas som T'(z) = Ax
ddr A ar matrisen

3 -1 0
A=10 2 0
0 -1 3

Vi vet att T och A har samma egenvéirden och egenvektorer, och att egenvirdena for
A precis motsvarar rotterna till det karaktéristiska polynomet

53—t -1 0
0 2-t 0 |=@B-1)2-1)E-1).
0 -1 3—¢

Alltsa &r egenvirdena 2 och 3 (med algebraisk multiplicitet tva). Vi berédknar nu de
motsvarande egenrumment:

Es : Egenrummet till egenvérdet 2 ar precis nollrummet till matrisen

1 -1 0
0o 0 of,
0 -1 1

som bestar av alla vektorer (x1,x9,x3) med x; — x9 = 0 = —xz9 + 3, dvs

1
FEy =span | 1
1



Es3 : Egenrummet till egenvérdet 3 ar precis nollrummet till matrisen

0 -1 0 010
0 -1 0 ~ 0 00
0 -1 0 0 0O

Detta bestar av alla vektorer (x1,z9,23) med xo = 0, sa

FEs5 = span (

Vi kan alltsé ta den eftersokta ordnade basen B av egenvektorer som
1 1 0
B= 0,{1],(0
0 1 1

715 =

Relativt denna bas har vi

o O w
o N O
w o O

Slutligen beriiknar vi basbytesmatrisen [id]2 genom

-1

. 1 10 1 -1 0
id)f = ([d)E) =[0 1 0] ={0 1 :

011 0 -1 1

enligt det vanliga sdttet att berdkna matrisinverser.
Svar:
1 1 0 300
B= 1,100, T2 =10 2 of, [id]2 = [0

0 1 1 0 0 3



3.

4.

Vi borjar med att notera att de tre givna vektorerna &r linjart oberoende, vilket kan ses
genom att kolla forst i de tredje komponenterna. Vi anvinder Gram—Schmidt algoritmen
for att producera den eftersékta ON-basen. Lat forst

up = \/ﬁ(l 1,1,1) = $(1,1,1,1).

Observera att u; ar en enhetsvektor. Sedan later vi

uz = (1,1,0,0) — proj,, (1,1,0,0)
=(1,1,0,0) — (u1 ¢ (1,1,0,0)) uy
=(1,1,0,0) — (1,1,1,1)
$(1,1,-1,-1).

Notera att dven ug dr en enhetsvektor. Slutligen later vi

uz = (0,1,0,1) — proj,, (0,1,0, 1) — proj,,(0,1,0,1)
=(0,1,0,1) — (u1 (0,1,0,1)) ug — 0
=(0,1,0,1) — 3(1,1,1,1)
=1(-1,1,-1,1).
Vi har nu tre ortogonala enhetsvektorer uy, ug, u3 som spénner upp samma delrum som de
ursprungliga vektorerna, och som darmed utgér en ON-bas fér V.

Enligt utlird sats om ON-baser vet vi att

v=(veuy)us + (veug)us + (v e uz)us
= 4u; + ug + ugz.

Svar: ON-bas (u1,us,us) = (%(1,1,1,1),%(1,1,4,4),%(*1,1,*1,1)),
och v = 4uq + uo + us.

(a) Om inre produkten pa V betecknas (-, ), sd &r den efterfrigade adjungerade avbild-
ningen T* den unika avbildningen 7% : V' — V som uppfyller att

(T'(v),w) = (v, T"(w)) for alla v,w e V.
(b) Om z = (21, 22, 23, 24) och w = (w1, w2, w3, ws) € C* sd ar
<T(Z)7 'LU> = <(07 ARR R Z3)7 (w17w27w37w4)> - Zl@ + ZQ'LU73+ z3w74'

Vi soker T* sadan att detta ar lika med ((z1, 22, 23, 24), T*(w)). Vi ser fran ovan
formel att detta géller for

T (w1, wa, w3, wy) = (w2, w3, wy, 0),

vilket alltsa ar en formel for 7.

(c) Enligt den komplexa spektralsatsen finns det en ON-bas for C? bestdende av egen-
vektorer for A om och endast om A &4r normal, dvs A*A = AA*. For den angivna
matrisen A har vi att A* = —A, sd A*A = —-AA = A(—A) = AA*. Alltsa finns det
en ON-bas for C? bestaende av egenvektorer for A.



5.

(a)
(b)

Med rang(A) menas dim{Az : € R"}, dvs dimensionen av bildrummet av avbild-
ningen L : R" — R™ La(z) = Ax.

Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dér U och V &r ortogonala
matriser och

o 0
Y= 0 o2 1,
0 O

dér o1 > 09 > 0 ar A:s singulérvirden. Faktiskt vet vi att g9 > 0 eftersom A har
rang 2.

Enligt utliard sats motsvarar de nollskilda singuldrvirdena for A precis kvadratrétterna
ur de nollskilda egenvéirdena till A*A, sa vi berdknar denna matris.

Vi har att
2 0
2 00 4 0
0 3 4 0 4 0 25

Eftersom denna matrisen ar &vertrianguldr kan vi ldsa av egenvirdena: 4 och 25.
Singularvirderna for A dr ddrmed o1 = 5 och o9 = 2. Alltsa ges matrisen ¥ av

@)

3=

o O Ut
o N O

For att hitta matrisen V' berdknar vi egenvektorerna fér A* A motsvarande egenvirdena
pa sedvanligt sétt, och far

FEos = span <(1)> , FE,; = span (é) .

Vi véljer normerade vektorer vy, vg ur respektive egenrum, namligen

n=(5) e m= (o)

Nu later vi V' vara den ortogonala matrisen med dessa vektorer som kolonner:

V:(g (1)).

Det sista steget dr att hitta en ortogonal 3 x 3-matris U som uppfyller villkoren,
vilket vi gor genom att bestdmma dess (ortogonala) kolonner uj, ug, ug. For detta
anvander vi att Av; = o;u;, dvs att u; = U%Avi, fori =1,2:

1 0
ulzéAm:g 3 N
4
1 2 1
UQZ%AUQZ§ 0f=10
0 0



Vi dr sedan fria att vélja den sista kolonnen ug hur som helst sddan att matrisen U
ar en ortogonal matris; vi véljer

0
4
-3

1
us = —

som &r normerad och ortogonal mot bade u; och uy. Darmed har vi:
Svar: En singuldrvirdesuppdelning ges av A = U X V*, déar

0 5 0
4 =0 2 V:<O 1).
0 0

-3

1
U=-
5

=~ w O
S O UL

Den algebraiska multipliciteten av \ ar det storsta heltalet n sadant att (t — \)™ delar
det karaktéristiska polynomet det(A — tI) till A.

Den geometriska multipliciteten av A dr dim{v € F" : Av = Av}, dvs dimensionen av
egenrummet for egenvirdet A.

Definitionen av att A ar ett egenvérde till A &r att det finns en nollskild vektor x € C"
sddan att Ax = Ax. Vi har alltsa att

A ar ett egenvérde till A <= det finns en nollskild z € C" sddan att Az = A\x
<= det finns en nollskild z € C" sadan att (A — )z =0
<= matrisen (A — A\I) inte &r inverterbar
<= det(A - \I) =0,

dér de sista tva ekvivalenserna anvinder sig av de olika karaktériseringerna av
inverterbarhet. Alltsa géller

A dr ett egenvirde till A <= ¢ = X ar en 16sning till det(A —¢I) =0,

och detta sista pastaende sdger precis att A ar en rot till det karaktéaristiska polynomet
for A.



