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Losningsforslag

1. (5p) Svara pa foljande fragor

(a) Lat G vara en grupp och 1at g € G vara ett element sa att g har ordning m, dir m &r ett positivt
heltal. Bestam alla positiva heltal n s att g™ = e, dar e ar identitetselementet i G.

(b) Los ekvationen 5z + 7 = 131 Zas .

(c) Hitta koefficienten framfor 2°y*> som fas om man expanderar uttrycket (15x + 7y)%°. Svaret far
anges i kombinatorisk standardform.

(d) Berdkna ordningen av permutationen (123)(456789)(10 11) i Si;.
(e) Hur manga omordningar kan man bilda av bokstéverna i “ordet” AABBCDEFG?

Lésning: For a) ser vi att heltalen n vi soker dr de som dr multiplar av m. For att 16sa ekvationen
5z +7 = 13 sa subtraherar vi och far 5x = 6. Denna kan vi 16sa genom att 16sa ekvationen 5z + 23y = 6
och den 16ser vi med hjélp av Euklides algoritm och ser att = 15 dr en 16sning till ekvationen. For att
hitta koefficienten sa anvéinder vi bonimalsatsen och far att koefficienten &r (’)155745. Ordningen av
permutationen ges som minsta gemensamma multiplen av cykelléingderna, sa ordningen dr 6. Slutligen,

antalet omordningar ges av multinomialtalet (292).

2. Lat G vara en grupp och lat H, K vara delgrupper av G. Definiera snittet av H och K som HNK :=
{9 € Glg€ H,g € K}, dvs. de element av G som bade ligger i H och K.

(a) Visa att H N K &r en delgrupp av G. 3p
(b) Lat H ha ordning 13 och 1at K ha ordning 51. Vilka ordningar dr méjliga for H N K? 2p

Lésning: For att visa att H N K &r en delgrupp sa behdver vi visa att for alla hy, ho € HN K sa géller
att hq - h2_1 € H N K. Eftersom att hy,ho € H sa giller att hy - h2_1 € H och eftersom hi,hy € K sa
géller dven att produkten ligger i K. Saledes giller att hq - hgl € H N K. Sa snittet dr en delgrupp.
Eftersom att H N K ar en delgrupp av bade H och K sa maste ordningen, av Lagrange, dela bade
13 och 51 = 17 - 3. Men det enda talet som delar bade 13 och 51 &r 1. Saledes &r H N K den triviala

gruppen.

3. En glassbar har 13 olika smaker pa sina glasstrutar. En familj med tre barn kommer in och skall
bestélla glass. Barnen har de ovanliga namnen A,B och C. P4 hur manga vis kan familjen bestélla 7
glasstrutar med olika smaker och sedan dela ut dessa till de tre barnen sa att varje barn far atminstone
en glasstrut? For att fortydliga sa spelar det roll vilket barn som far vilka glassar, och hur manga
glassar varje barn far, sa t.ex. sa ar fordelningen dér barn A far en vaniljstrut och en jordgubbsstrut,
barn B hallon och citron, och barn C en chokladstrut, en pistagestrut och en melonstrut, annorlunda
an fordelningen dér barn A far en chokladstrut, pistagestrut och en melonstrut, barn B far vanilj och
jordgubb och barn C hallon och citron.
5p Lésning: Vi foljer forst 7 smaker fran de 13 pa (173) vis. Vi ska sedan distribuera dessa till barnen s&
att ingen dr utan nagon glasstrut. Detta &r samma som att ridkna antalet surjektioner fran en mangd
av storlek 7 till en méngd av storlek 3 och det finns S(7,3) - 3! sddana surjektioner. Saledes finns det
(*%) - 5(7,3) - 3! olika siitt.
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4. (Denna uppgift hade tyvirr ett misstag—n = 17 &r inte av formen n = pq for tva olika primtal. Sa
den utgick. Men det kan, i efterhand vara instruktivt att &nda titta pa 16sningen och se hur mycket
som gar igenom. Men samtidigt &r idén att ta n = p, ett primtal, helt idiotiskt som krypteringsmetod.
Varfor da?) Ett RSA-krypto har offentlig nyckel n = 17 och e = 5.

(a) Kryptera meddelandet 10. 2p
(b) Dekryptera meddelandet 2. 3p

Lisning: For att kryptera meddelandet 10 si beréiknar vi 10° modulo 17. Vi ser att 105 = 10 - (10%)?
och d& 100 = 151 Z7 s& ser vi att 10° = 10-152 = 10-225 och 225 = 4 s3 det krypterade meddalandet
dr 40 = 6. For att dekryptera meddelandet 13 sa vill vi alltsd hitta ett g sd att g° = 2. Vi sdker da
forst ett d sd att 5d = 1 modulo 16, si en 16sning ges av 13. Vi beriiknar sen att (¢g°)'® = g = 213 = 15.
Sa det meddelandet som dekrypterades var 15.

5. Lat o = (29)(357)(18) och 7 = (457)(28) i Se.

(a) Berdkna o7 och 0~! och skriv ner svaret pa cykelform. Vad #r ordningen av o7? 2p
(b) Finns det ett k > 0 och ett v € Sg sa att yoFy~! = (4 9)(5 2)? 3p

Lésning: En berikning visar att o7 = (281)(35)(47) och att o~ = (29)(753)(18). Ordningen &r o7 dr
6, da det &r minsta gemensamma multipeln av cykellingderna. Den andra fragan dr ekvivalent med
att fraga huruvida det finns ett k s att o har samma cykeltyp som (4 9)(5 2). Vi ser att om k = 3 sa
géller att trecykeln forsvinner, medan tva cyklerna fortfarande kvarstar. Saledes finns en 16sning for
k= 3.

6. Betrakta grafen G som ges G = (V, E) dér V = {v1,v9, v3,v4} och

E= {('Ul’ v4)’ (Ulvv2)a (v27v4)7 (’UQ, UB)’ (0377}4)}’

(a) Bestdm automorfigruppen av G. Kom ihag att automorfigruppen till G &r de bijektioner f : V — V
s& att om (v;,v;) &r en kant, i # 7, s r (f(v;), f(v;)) en kant. 3p

(b) Ség att vi har fyra firger och att vi vill firgldgga kanterna i grafen med dessa farger, flera kanter
far ha samma firg. Hur manga ekvivalensklasser av sadana fiarglaggningar av grafen G finns det,
om vi betraktar tva farglidggningar som ekvivalenta om de skiljer sig &t med en automorfi av G?7

2p

Lésning: Kalla hornen for vy, vg, v3, v4 dir v1 &r hornet som ar lingst upp, och ve, v3, v4 dr de resterande
hornen tagen i medurs ordning. Da ser vi att for att en bijektion av hérnmingden skall vara en
grathomomorfism att antingen si gar v, pa sig sjilvt, eller sa byter v; plats med w3, och samma
for ve och vs. Saledes finns det fyra automorfier. f; definierad genom att f(v;) = v; for alla horn,
f2 definierad genom att fo(v) = vs, fa(vs) = v1, fo(va) = va, fa(vs) = vy, f3 definierad genom att
f3(v1) = v1, f3(vs) = vs, f3(v2) = v4, f3(va) = v2 och fy definierad genom att fy(vi) = vs, fa(vs) =
v1, fa(v2) = v4, f4(vs) = vo. Det finns totalt fem kanter, det finns totalt 4° olika firgliggningar om vi
inte betraktar dessa upp till automorfi. VI anvinder Burnside f6r att hitta antalet farglaggningar upp
till automorfi. Det &r klart att identitetselementet fixerar alla fiargliggningar, medan f, tar kanten
(v1,v2) pa (vs,v2), (v1,v4) Pa (vs,v4), de Gvriga kanterna rors ej. Vi ser séledes att (vy,vo) maste ha
samma firg som (vs,v) och att (v1,v4) maste ha samma farg som (vs,v4) och den andra kanten kan
viljas godtyckligt. Saledes finns det totalt 4% firgliggningar som f, fixerar och samma resonemang
fungerar for f5. For fy sa ser vi att (vy,vy) gar pa (vs,vs), (v1,v2) pa (vs,vs4) och de andra &r fixerade,
sz°15 éterige?? 43 firglagningar. Av Burnsides lemma far vi att antalet icke-ekvivalenta firgliggningar &r
# = 304.



