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Uppgift 1

Vi har att N(t) ∼ Po(λt). Väntevärdet för N(T ) blir

E[N(T )] = E[E[N(T )|T ]] = E[λT ] = λE[T ] = λ/2

och variansen ges av

Var(N(T )) = E[Var(N(T )|T )] + Var(E[N(T )|T ]) = E[λT ] + Var(λT )

= λE[T ] + λ2Var(T ) = λ/2 + λ2/12.

Uppgift 2

a) Kedjans klasser är {1, 5} (transient, period 2), {2, 6} (rekurrent, aperio-
disk), {3, 4} (transient, aperiodisk).

b) Det g̊ar inte att ta sig fr̊an tillst̊and 4 till tillst̊and 5, och därmed är
den första sannolikheten 0. För den andra sannolikheten gäller att P (X10 =
4|X8 = 4, X4 = 3) = P (X10 = 4|X8 = 4) = P (X2 = 4|X0 = 4). Vi söker
allts̊a sannolikheten att vi, om vi börjar i tillst̊and 4, är tillbaka där efter tv̊a
steg. Detta kan ske antingen genom att vi tar ett steg till tillst̊and 3 och sen
tillbaka, vilket sker med sannolikhet 1

4 ·
2
3 , eller genom att vi hela tiden st̊ar

kvar i tillst̊and 4, vilket sker med sannolikhet
(
1
2

)2
. Den sökta sannolikheten

är allts̊a 1
4 · 2

3 +
(
1
2

)2
= 5

12 .
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Uppgift 3

a) Tiden T tills den första patienten anländer är Exp(4) =-fördelad. Den
sökta sannolikheten är allts̊a P(T > 0.5) = e−0.5·4 = e−2 ≈ 0.135.

b) Vi söker P(T > 1|T > 0.5) = P (T > 1− 0.5) ≈ 0.135.

c) Eftersom en Poissonprocess har oberoende stationära inkrement f̊ar vi
att

P(N(1/3) = 1|N(1/2) = 1) =
P(N(1/3) = 1) · P(N(1/2)−N(1/3) = 0)

P(N(1/2) = 1)

=
4
3e

−4/3 · e−4/6

4
2e

−4/2
=

2

3
.

Uppgift 4

a) L̊at tillst̊and i betyda att det finns i stycken paraplyer p̊a platsen som per-
sonen ska lämna (i = 1, 2, 3). D̊a f̊as en Markovkedja med överg̊angsmatris

P =

 0 0 1
0 1− p p

1− p p 0

 .

b) Kedjan är ändlig, irreducibel och aperidodisk. En gränsfördelning existe-

rar därför och f̊as som lösning till π = πP. Vi f̊ar π =
(
1−p
3−p ,

1
3−p ,

1
3−p

)
.

c) Sannolikheten att hon blir blöt ges av p · π0 = p(1−p)
3−p .

Uppgift 5

a) Processen Xn som anger antalet män i den n:te generationen utgör en
förgreningsprocess där avkomman Y är fördelad enligt p0 = P (Y = 0) =
1/9, p1 = P (Y = 1) = 4/9, p2 = P (Y = 2) = 4/9. Eftersom E[Y ] = 4/3 >
1 s̊a är utdöendesannolikheten strikt mindre än 1, och ges av den minsta
positiva roten till ekvationen π = 1/9 + (4/9)π + (4/9)π2, som är 1/4.

b) L̊at A beteckna händelsen att processen dör ut och l̊at B beteckna
händelsen att Vincent inte f̊ar n̊agra sonsöner. Det som söks är P (B|A).
Eftersom B är en delhändelse till A och eftersom P (A) = 1/4 enligt a-
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uppgiften s̊a f̊ar vi

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
=

P (B)

P (A)
= 4P (B).

Antalet söner till Vincent ges av X1. Vi f̊ar

P (B) =
2∑

k=0

P (B|X1 = k)P (X1 = k) = 1 · 1
9
+

1

9
· 4
9
+

(
1

9

)2

· 4
9
≈ 0.166

och allts̊a P (B|A) ≈ 0.664.

Uppgift 6

Processen utgör en födelse-dödsprocess med tillst̊anden 0 (tv̊a personer i
kö), 1 (en person i kö), 2 (ingen kö), 3 (en bil i kö), 4 (tv̊a bilar i kö).
Födelseintensiteterna är λn ≡ 8 (n = 0, . . . , 3) och dödsintensiteterna µn ≡
10 (n = 1, . . . , 4). Med ρn = λ0 · · ·λn−1/(µ1 · · ·µn) s̊a ges den asymptotiska
fördelningen för processen av p0 = (1 +

∑4
n=1 ρn)

−1 och pn = ρnp0. Vi
har ρn = (8/10)n (n = 1, . . . , 4) och f̊ar d̊a p0 = 0.2975, p1 = 0.2380,
p2 = 0.1904, p3 = 0.1523, p4 = 0.1218. Andelen av tiden som det är kö av
kunder ges av p0 + p1 = 0.54, andelen av tiden som det är kö av bilar ges
av p3 + p4 = 0.27 och andelen av tiden som det inte är n̊agon kö ges av
p2 = 0.19.


