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Uppgift 1

a) Enligt definitionen av betingad täthetsfunktion gäller att

fX|Y=y(x) =
fX,Y (x,y)

fY (y)
.

Vi har
fY (y) =

∫ y

0
fX,Y (x,y)dx = 3y2 för 0 < y < 1

och får alltså för 0 < y < 1 att

fX|Y=y(x) =

{
2(x+y)
3y2

för 0 < x < y;

0 för x ̸∈ (0,y).

b) E[X|Y = y] =
∫ y
0 xfX|Y=y(x)dx = 5y

9

c) Eftersom 5Y/9 < 1 för Y < 1, följer att P (E[X|Y ] ≤ 1) = 1.

d) E[X] = E[E[X|Y ]] = 5
9E[Y ] = 5

3

∫ 1
0 y3dy = 5

12

Uppgift 2

a) Eftersom N och X1,X2, . . . är oberoende, så har vi enligt sats i boken
att gSN

(t) = gN (gX(t)). Från formelsamlingen fås att gN (t) = eµ(t−1) och
gX(t) = eλ(t−1) och alltså följer att

gSN
(t) = eµ(e

λ(t−1)−1).
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b) Vi har att
P (SN = 0) = gSN

(0) = eµ(e
−λ−1)

och

P (SN = 1) = g′′SN
(0) = µλeλ(t−1)eµ(e

λ(t−1)−1)
∣∣∣
t=0

= µλeµ(e
−1−1)−λ.

c) E[SN ] = E[N ]E[X] = µλ

Uppgift 3

Vektorn X = (X1,X2)
′ är multivariat normalfördelad med väntevärdesvektor

0 och kovariansmatris Λ =

[
1 1/2

1/2 1

]
.

a) Vi har att X1 +X2 = a′X där a′ = (1 1) och alltså gäller att X1 +X2 ∼
N(a′0,a′Λa), dvs X1 +X2 ∼ N(0,3).

b) Låt Y = (X1 +X2,X1 + aX2)
′. Då är Y = BX, där B =

[
1 1
1 a

]
, och Y

är alltså multivariat normalfördelad med

ΛY = BΛB′ =

[
3 3

2(a+ 1)
3
2(a+ 1) 1 + a+ a2

]
.

Alltså är Cov(Y1,Y2) = 0 omm a = −1 och eftersom Y är multivariat nor-
malfördelad så är då Y1 och Y2 oberoende omm a = −1.

Uppgift 4

a) X|N = n ∼Bin (n,p).

a) Se Gut Exempel 3.2 i kapitel II. Vi får att X ∼Poisson(λp).

b) Vi har, för n ≥ x, att

P(N = n|X = x) =
P(N = n,X = x)

P(X = x)
=

P(X = x|N = n)

P(X = x)

=

(
n
x

)
px(1− p)1−x · λn

n! e
−λ

(λp)x

x! e−λp

=
(λ(1− p))n−x

(n− x)!
e−λ(1−p).

(Detta är en Poissonfördelning med parameter λ(1− p) skiftad till x.)
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Uppgift 5

a) Tätheten för (X,Y ) ges av fX,Y (x,y) = fX(x)fY (y) = 2e−2xe−y. Vi an-
vänder transformationssatsen för att bestämma tätheten för (U,V ). Trans-
formationen har invers

X = UV, Y = U(1− V ), J =

∣∣∣∣ v u
1− v −u

∣∣∣∣ = −u.

Vi får alltså, för u > 0 och 0 < v < 1, att

fU,V (u,v) = fX,Y (uv,u(1− v)) · | − u| = 2e−2uve−u(1−v) = 2ue−u(v+1).

För övriga u och v gäller att fU,V (u,v) = 0.

b) För u > 0 får vi

fU (u) =

∫ ∞

−∞
fU,V (u,v)dv = 2e−u

∫ 1

0
ue−uvdv = 2e−u(1− e−u)

och för 0 < v < 1 att

fV (v) =

∫ ∞

−∞
fU,V (u,v)du =

2

v + 1

∫ ∞

0
u(v + 1)e−u(v+1)du =

2

(v + 1)2
,

där den sista likheten följer av att vi identifierar integralen som väntevärdet
i en Exp((v + 1)−1)-fördelning (alternativt partialintegration). Vi ser att
fU,V (u,v) ̸= fU (u)fV (v), så U och V är inte oberoende.

Uppgift 6

Vi har att (X̄n)
2−µ2 = (X̄n+µ)(X̄n−µ). Enligt Centrala gränsvärdessatsen

gäller att
X̄n − µ

σ/
√
n

=
Sn − nµ

σ
√
n

d→ N(0,1)

och enligt stora talens lag att

X̄n + µ

2µ

p→ 1.

Med an = 2µσ√
n

följer då från Slutsky’s sats att

(X̄n)
2 − µ2

an
=

X̄n − µ

σ/
√
n

· X̄n + µ

2µ

d→ N(0,1).


