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Uppgift 1

a) Enligt definitionen av betingad téthetsfunktion géller att

 Ixy(zy)
Pv=®) = =40y

Vi har )
fy(y) = / fxy(zy)de =3y* for0<y<1
0
och far alltsa for 0 < y < 1 att

224y) 51 0 <x<y;
Ixy=y(z) = { 3y* v

0 for x ¢ (0,y).
b) E[X|Y = y] = [J afxjy=y(z)de =
c) Eftersom 5Y/9 < 1 for Y < 1, foljer att P(E[X|Y] <1) = 1.

d) E[X] = E[E[X|Y]] = 3E[Y] = 3 [} yPdy = 5

Uppgift 2

a) Eftersom N och Xp,Xs,... dr oberoende, s har vi enligt sats i boken
att gsy (t) = gn(gx(t)). Fran formelsamlingen fas att gn(t) = e*(=1 och
gx (t) = e*=D och alltsa foljer att
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b) Vi har att
P(Sy = 0) = g, (0) = 7D

och

_ A1) _ e1_1)—
P(Sy=1) = ggN(o) = pre Mt erl D-1) = M)\e,u( L-1)-A

¢) E[Sx] = E[NJE[X] = A

Uppgift 3

Vektorn X = (X1,X5)" 4r multivariat normalfordelad med véintevirdesvektor

1 1/2}

0 och kovariansmatris A = [1 21

a) Vi har att X; + Xy = a’X ddr a’ = (1 1) och alltsa géller att X7 + Xo ~
N(a’0,a’Aa), dvs X1 + X5 ~ N(0,3).

b) Lat Y = (X1 + X9,X; +aXy). Da dr Y = BX, diar B = E ﬂ ,ochY
ar alltsd multivariat normalférdelad med

3 g(a+1)]

— /_
Ay = BAB = 3(a+1) 14+a+a?]”

Alltsa ar Cov(Y7,Y2) = 0 omm a = —1 och eftersom Y &r multivariat nor-
malfordelad s ar da Y7 och Y5 oberoende omm a = —1.
Uppgift 4

a) X|N =n ~Bin (n,p).
a) Se Gut Exempel 3.2 i kapitel II. Vi far att X ~Poisson(\p).

b) Vi har, fér n > z, att

o . P(N=nX=2) PBX=z|N=n)
BN =nlX=2) = “Bx—p -~ PxX-=0
(p*(1—p)'=* - Spe™

(Ap')z e—Ap
x!

AA=p)"™ _xa1-p)
(n—x)! '

(Detta ar en Poissonfordelning med parameter A(1 — p) skiftad till z.)
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Uppgift 5

a) Tétheten for (X,Y) ges av fxy(z,y) = fx(2)fy(y) = 2¢7**e7¥. Vi an-
vinder transformationssatsen for att bestamma tatheten for (U,V). Trans-
formationen har invers

X =UV, Y:UG—W,J:‘Q) L —)
1—v —u
Vi far alltsa, for u > 0 och 0 < v < 1, att
fov(uw) = fxy(uu(l —v)) | —u| = 2620 1) = gye=ulv+l)

Fér évriga u och v géller att fy v (u,v) = 0.

b) For u > 0 far vi

fulu) = /OO fov(uw)dv =2e" /01 ue” dv =2e (1 —e ")

och for 0 < v < 1 att

2
v+1

2
(v+1)%’

o0 o0
fv(v) = / foy (uv)du = / u(v+ 1)e " dy =
—o0 0
dar den sista likheten foljer av att vi identifierar integralen som véntevérdet
i en Exp((v + 1)71)-fordelning (alternativt partialintegration). Vi ser att
fuv(u,w) # fu(u)fv(v), sa U och V ar inte oberoende.

Uppgift 6

Vi har att (X,,)? —p? = (X, +u) (X, — ). Enligt Centrala grinsviirdessatsen
géller att

Xon—p  Sp—np 4
= — N(0,1
o/vn ov/n (0.1)
och enligt stora talens lag att
X
nTH R
2u

Med a,, = 2"75 foljer da fran Slutsky’s sats att

Xn 22 Xn - Xn
an o/\/n 2u




