MATEMATISKA INSTITUTIONEN

STOCKHOLMS UNIVERSITET Tentamensskrivning i
Avd. Matematik Linjar algebra, Matematik I, 5 hp
Examinator: Olof Sisask den 24 maj 2024

Forelasare: Per Alexandersson

Tillatna hjalpmedel ar skrivdon. Fullstdndiga och véil motiverade 16sningar kravs.
Svaren ska framga tydligt och vara rimligt slutforenklade. 15 poang ger minst E.
Eventuella bonuspoangen raknas in under rattningen.

Koordinater forutsatts vara angivna i standardbasen om inget annat anges.

1. For ett reellt tal a, betrakta ekvationssystemet

r+3y+4z =a
y+2z =2
20 +3y+22 =a.

Avgor for vilket a systemet édr losbart och beskriv 16sningarna bade algebra-
iskt och geometriskt! i detta fall.

Losning. Ekvationssystemet pa matrisform blir

1 3 4]a 1 3 4] a 1 3 4] a
01 2|2 |~0 1 2|2 ~101 2] 2
2 3 2|a 0 -3 —6|—a 00 0|6—a
Vi ser darmed att om 6 — a # 0 sa saknas losningar. Om a = 6, sa far vi
1 3 41]6 1 0 —=2|0
0122 ] ~101 2|2
00 0|0 00 010

Vi ser alltsa att om a = 6, har vi parameterlosningen z = 2t, y = 2 — 2t,
z=1t,dar t € R; dvs

T 0 2
y| = 21+t -2 , t e R.
z 0 1

Detta beskriver en linje i rummet som gar genom punkten (0,2,0) och som
har riktningsvektor (2, —2,1). For a # 6 saknar systemet 16sning.

Punkt, linje eller plan?

Vanligen vénd!

(5p)



40 30 10
2. Lat A vara matrisen [ 30 20 20 |. Ge vilmotiverade svar pa frigorna nedan. (5p)
20 10 ©

a) Vad ar determinanten av A7

Finns det mer 4n en vektor v sa att Av = 07

(c

(a)
(b) Ar matrisen A inverterbar?
)
(d)

Formulera en sats om allminna kvadratiska matriser B som ger sambandet
mellan determinanten av B, inverterbarhet hos B och 16sningar till Bv = 0.

Léosning. (a) Vi borjar med att bryta ut faktorn 10 ur varje rad:

40 30 10 4 3 1
30 20 20/ =10%|13 2 2|.
20 10 0 210

Utveckling langs med sista kolonnen ger dérefter att determinanten blir

R -

Determinanten av matrisen ar darmed 3000.
(b) Ja, A ar inverterbar eftersom dess determinant &r nollskild.

(c) Nej, vi vet enligt sats att ekvationssystemet Av = 0 har unik 16sning
om det(A) # 0. Alltsa finns det bara en 16sning, namligen nollvektorn.

(d) Satsen kan formuleras som foljande: Lat B vara en kvadratisk matris.
Da dr foljande pastaenden ekvivalenta:

o det(B)#0
o Matrisen B ar inverterbar

e Bv =0 har unik losning.



3. (a) Berdkna skaldrprodukten (1,2,3)-(1,0,1).

(b) Bestdm arean av den parallellogram som spénns upp av vektorerna
(1,2,3) och (1,0,1).

(¢) Om |[w[? =9, ||ul|* =4 och u-w =4, bestim (2u+ w) - (w — u).

Notera att ||v|| betecknar lingden av v.

Lésning. (a) Vi har att (1,2,3)-(1,0,1)=1-14+2-0+3-1 =4 (antingen
per definition, eller tack vare att standardbasen ar en ON-bas om man
anvander den geometriska definitionen av skalédrprodukt).

(b) Enligt utlérd sats ges arean av parallellogramet av langden av krysspro-
dukten av vektorerna:

€ €y €3
(1,2,3) x (1,0,1) = |1 2 3|=2e; +2e —2e5 = (2,2, —2).
1 0 1
Denna vektor har langd /4 +4+4 = 24/3, som d&a dven ar arean som

sokes.
(c) Vi har enligt ridknelagar for skalarprodukt (och information i uppgiften)
att
u+w)-(W—u)=2u-w—2u-u+w-w—w-u
=u-w—2[[ulf* + [Jw]
=4—-2-44+9=5.

. Lat linjen L i R? ges av (x,y,2) = (4,7,4) +t(1,2,1), t € R.

(a) Finn de tva punkterna pa L vars avstand till origo &r 9.

(b) Finn det plan som innehéller L och som inte skér z-axeln. Ange planet
pa normalform.

Léosning. (a) Vi soker de punkter (z,y, z) pa L sadana att

VIZ+y2+22=9 <= @d+1)2+ (T+2t)* + (4+1)* =9

Detta ar ekvivalent med 81 + 44t + 6t = 81 <= 44t + 6t* = 0.
Lésningarna ges av t = 0 samt ¢t = —44/6 = —22/3. Detta ger punkterna

22 1
(4,7,4) samt (4,7,4) = T5(1,2,1) = 5(~10, 23, - 10).

(b) Planet ska innehalla punkten (4,7,4) och dess normal maste vara vin-
kelrdt mot (1,2, 1) samt (0,0, 1). Normalen kan da fas genom krysspro-
dukten

(1,2,1) x (0,0,1) = (2, —1,0).
Planets ekvation pa normalform ar da 2x —y = D, dar D = 1 eftersom
planet ska innehélla (4,7,4).



5. Lat T : R3 — R3 vara den linjira avbildning som speglar i planet genom
origo med normalen n = (0,2, —1).

(a)
(b)
(c)

Bestam 7°(0,2, —1) samt 7°(1,0,0).
Bestdm avbildningsmatrisen for 7" med avseende pa standardbasen.
Bestam 7°(6, 4, —2).

Lisning. (a) Da T speglar i planet med normalen n = (0,2, —1), sé skickas

n pa —n. Alltsa géller 7(0,2,—1) = (0, —2,1). Vidare, eftersom (1,0, 0)
ar ortogonal mot n, sa ligger (1,0,0) i planet. Alltsa galler 7°(1,0,0) =
(1,0,0).

Spegling i ett plan med normalen n ges av foljande formel:

Med vektorerna i uppgiften far vi
(z,y,2)-(0,2,—1)
5

1 1
= 5(595, 5y,5z) — 5(43/ —22)(0,2,—1)

T(z,y,2) = (z,y,2) — 2 (0,2, —1)

1
=< (5x, =3y + 4z,4y + 32) .
Speciellt,
1 1 1
T(1,0,0) = £(5,0,0), T(0,1,0)= -(0,~3,4), T(0,0,1) = -(0,4.3).

Avbildningsmatrisen blir da

15 0 O
50—34.
0 4 3

I enlighet med del (b) har vi

5 0 0\ /6
T(6,4,-2)=-|0 —3 4| 4|,
0 4 3)\-2

vilket ger T'(6,4, —2) = (6,—4,2). Alternativt kan vi anvanda del (a)
och linjéritet:

(5p)

T(6,4,—2) = T(6,0,0)+7(0,4, —2) = 67(1,0,0)+27(0,2, —1) = (6, —4,2).



6. Lat T : R? — R? vara en linjir avbildning.

(a) Definiera begreppet linjdr avbildning.

(b) Visa utifrdn definitionen att den nya avbildningen S : R?* — R? som ges
av S(v) =T(v)+ T(T(v)) ocksa ar en linjar avbildning.

(¢) Ge exempel pa en linjar avbildning dér 7" ar inverterbar, men dir mot-
svarande S inte dr inverterbar.

Lésning. (a) En avbildning 7' : R? — R? ar linjar om vi for alla A € R samt
u,v € R? har att

T(a+v)=T(u)+T(v)och T'(Au) = \T'(u).

(b) Lat u,v € R% Vi har att

Su+v)=T(u+v)+T(T(u+v))
=T()+TV)+T(T(u)+T(v))
=T)+TV)+T(T(a)+T(T(v))
=T()+T(T(a)+T(v)+T(T(v))
=S(u)+ S(v).

Vidare, for A € R har vi
S(Au) =T(Au) +T(T(Au))
= AT'(u) + T (A\T'(u))
= AT'(u) + \T(T'(u))
= \(T(u) + T(T(u)))
= AS(u)

(c) Om A ar matrisen for T relativt standardbasen, sé ges matrisen for .S av
A+ A? = A(T + A). Vi vet att A har invers, si vi maste vilja A s& att
I + A saknar invers. Till exempel kan vi ta avbildningen A = —I. Detta
motsvarar att
T(v) = —v vilket ger att S(v) =0

for alla v. Avbildningen 7" har da invers, men S saknar invers.

(5p)



